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E 它们完全讲清楚，但应能使读者对它们的本质得到某些概念. 
^而，在某种程度上，本书也可作为一本从历史角度来讲解的数学 








以成为规在这样子”的人们来说，过去的每一事件都不是无关的. 
再'者， 虽然数学大树已经伸张出成百的分支，它毕竞是一个整体， 
并且有它自己的重大问题和目标.如果一些分支专题对于数学的 
心脏无所贡献，它们就不会开花结果.我们的被分裂的学科就面 
临着这种危险；跟这种危险作斗争的最稳妥的办法，也许就是要对 
于数学的过去成就、传统和目标得到一些知识，使得能把研究工作 
导入有成果的渠道.如同 Hilbert 所说的：“数学是一个有机体， 
它的生命力的一个必要条件是所有各部分的不可分离的结合，， 

对于学数学的学生来说，本书还会另有好处.通常一些课程 
所介绍的是一些似乎没有什么关系的数学片断.历史可以提供整 
个课程的概貌，不仅使课程的内容互相联系，而且使它们跟数_思 
想的主干也联系起来 

在一个基本方面，通常的一些数学课程也使人产生一种幻觉. 
它们给出一个系统的逻辑叙述，使人们有这种印 象:. 数学家们几 
乎理所当然地从定理到定理，数学家能克服任何困难，并且这些课 
程完全经过锤练，已成定局.学生被湮没在成串的定理中，特别是 
当他正开始学习这些课程的时候. 
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分析中注入严密性 


如果认为只有在几何谨91里或者在感觉的证掮 E 才有必 
然，#会是一个严重 的错供 • ’ 

A. L, Oanohy 


1 . 91 亩 

- 大约在1800年前后，数学家们开始关心分析的庞大分支在概 
念和证明中的不严密性.函数概念本身就是不淸 楚的； 使用级数 
而不考虑它们的收敛和发散已经产生了悖论和不同意见的争论》 
关于用三角级数来表示函数的论战进一步引起了混乱;当然,导数 
和积分的基本概念还从来没有恰当地定义过.所有这些困难最终 
导致人们对分析的逻辑状况的不满. . 

Abel 在 1820 年给 Ohristoffer Hansteen 教授的一封信 w 中 
抱怨 说:“ 人们在分析中确实发现了惊人的含糊不淸之处.这样一 
个完全没有计划和体系的分析,竟有那么多 X 能研究过它,真是奇 
怪.最坏的是，从来没有严格地对待过分析.在髙等分析中只有 
很少几个定理是用逻辑上站得住脚的方式证明的.人们到处发现 
_神从特殊到一般的不可靠的推理方法，而非常奇怪的是这种方 
法只导致了极少几个所谓的_论. 

一些数学家决心从这种混沌^整理出一个秩序来.常被人们 
称为批判运动的领导者们决心把分析只在算术概念的基础上重新 
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建立起来.这个运动的开徽正好是非欧几何的创立时期.一个完 
全不同的集体,除了 Ganss 外卷入了这后一活动，因而要追灌这个 
活动和把分析莫定在算术基础上的决心之间的任何直接联系是困 
难的.这种决心的出现大概是由于企图把分析莫基于几何之上的 
希望——十七世纪的许多数学家断言这种希望是能够实现的—— 
因十八世纪分析发展中日益增，长的复杂性而受到破灭所致.不过、 
Gauss 早在1799年就已表示了他对欧氏几何真理性的怀疑，而且 
在1817年他就认定真理只存在于算术之中.此外，甚至在0_ 
和其他作者关于非欧几何的早期著作中就注意到欧氏几何发展中 
的缺陷.因此很可能就是这两个因素造成了对几何的不信任而决 
心把分析莫基在算术概念之上.这无疑是批判运动政领导者们要 
着手去作 的亊. 

严密的分析是从 Bolzano v Oauohy, Abel 和 Diriohlefc 的工 
#开始，而由 Weierstraas 进一步泼:展了的.在这方面， Oauohy 和 
mierstraas 最为著名. Oanoliy 关于分析基础的基本著作是 他的/ 
«代数分析教程 》 (Corns dg & brigwy \ «炁穷小分析教程 

概论》 (^ RSmm^des legon »9 iur 1 e calcul mfmtesfmal ) w , 以友 《 微分 
计算教程实际上，用现代的 
标准来衡量， Catwhy 著作中的严密性是不够的.他用了诸如“无 
限趋近”,“想要多小就多小”,“无穷小增量的最后卑”以及“一个变 
量趋于它的极限”之类的话.可是,如果入们把 Lagrange 的《解析 
函 败论》 (Theorie desfonctions onoly<igM6s) <B> 和 《 函数计算攀择 》 
{ LegoM 9 wrl 6 calcul des fonctions) w 以及 Laoroix 的有影响的书 
« 微积分计算 专著》 {Traite du calcvl dAfferentiel et du jxilcul 



itrf 知 ral) ⑺同 Oanohy 的《代数分析教程》相比较,就开始看到十八 
和十九世纪的数学之间的明显不同.特别要指出， Lagrange 纯粹 
是形式的.他用符号表达式来进行运算.在他那里没有极限、连 
续等根本性的概念. 

Oanohy 在他的1821年著作的导言中说得非常明白，他企图 
给分析以严密性.他指出对一切函数自由地使用那些只有代数函 
数才有的性质以及使用发散级数都是不合法的.虽然 Cauohy 的 
f 作只是迈拘严密化方向的一步，他自己却相信而且在《概论》 
CR 知^)中说他已经把分析的严密化进行到底了.至少对初等 
函数，可以说他确实开始给出了定理的确切证明并作出了有适当 
限制的断言 I Abel 在他1828年关于二项式的论文中赞扬 Cauohy 
的 成就： “每一个在数学研究中喜欢严密性的人都应该读这本杰 
出的著拃 [« 分析教程 》]. ” Oauohy 抛弃了 Euler 的显式表示和 
Lagrange 的幂级数而引进了处理函数的新概念. 


2 . 函数及其性质 

十八世纪的数学家大多相信一个函数必须处处都有相同的解 
析表达式.在十八世纪的后半叶，很大程度上作为弦振动问题上- 
争论的一个结果， Euler 和 Lagrange 允许函数在不同的区域上具 
有不同的表达式，而且在那些有同1表达式的点上用连续这个词， 
而在那些改变了表达式形式的点上用不连续这个词（虽然在现代 
意义上讲整个函数可能都是连续的).当 Euler, d’Alembert 和 
Lagrange 不得不重新考虑函数的概念时，他们既没有得到任何广 
泛被采用的定义，也没有解决什么样的函数可以用三角级数来表 
示的问題，但是多方面的逐渐发展以及函数的应用迫使数学家接 
受一个更广的概念. 



在 Gauss 的早期著作中函数指的是一个封闭的(有限解析的） 
表达式，而当他谈到超几何级数歹(《, A y, *) 作为 a, 氏7和》 
的函数时，他用注解来确定它的意义说“在这个范围内能认为它 
是一个函 k”Lagrange 在把幂级数看成函数时早就采用了一个 
更广的概念.在他的 《解 析力学1811〜 
1815) 第二版中,他用函数一词来表示几乎是任何类型的对一个或 
多个变*的依赖关系.甚至在 Laoroix 1797年的《专著》中早就引 
入了一个更广的概念.他在引论中说 :“每 一个量，若其值依赖于一 
个或几个别的量，就称它为后者(这个或这些量)的函数，不管人们 
知不知道用何种必要的运算可以从后者得到前者 . ”作为一个例 
子， Laoroix 把一个五阶方程的一个根作为该方程系数的函数. 

Fourier 的工作甚至更广泛地展现了函歎究竟是什么的问理. 
—方面他主张函数不必表示为任何解析表达式.他在他的《热的解 
析理论、㈣血咖他 oi Theory o/ffw 吖 8 > 中说： “通常，函数/0) 
表示相接的一组值或纵坐标，它们中的每一个都是任意的…… . 
我们不假定这些纵坐标服从一个共同的规律；它们以任何方式一 
个挨着一个……实际上，他只讨论了在任一有限区间上具有有 
限个间断点的函数.另一方面，在某种程度上 Fourier 支持函数 
必须用二个解析表达式来表示的论点，即使这个表达式是一个 
Fourier 级数.无论如何， Fourier 的工作是动摇了十八世纪的这 
样一个信念，即所有函数无论它们怎么坏总都是代败函数的推广. 
代数函数，甚至初等超越 1 函数，都不再是函数的原型了.由于代数 
函数的性质不再能搬到一切函数上去，所以人们说的函数、连续、 
可微性、可积性以及其它性质的真实意义究竟是什么的问题就提 
出来了. 

在许多人从事的分析的积极重建中，实数系被认为是当然没 
有问题的.没有人企图去分析实数系的结构或逻辑地建立实數 





a. 函数及其性质 a iv 

系.显然数学家们认为就所讨论的问埋而言他们是立足于可靠的 
基础之上的. 

Cauohy 在他1821年的书中是从定义变童开始的.“人们把 
依次取许多互不相同的值的量叫做变量.”至于函数的概念，“当变 
量之间这样联系起来的时候，即给定了这些变量中一个的值,就可 
以决定所有其它变量的值的时候，人们通常想象这些量是用其中 
的一个来表达的,这时这个量就取名为自变量，而由这自变量表示 
的其它董就叫做这个自变量的函数 ."Cauchy 也淸楚无穷级数是 
规定函数的一种方法，但是对函数说来不一定要有解析表达式. 

在一篇关于 Fourier 级数的论天《用正弦和余弦级数来表示 
完全任意的函数》 (L'ber die Darstellung ganz willkiirlioher 
Funotionen duroh Sinus-und Oosinusreihen) <9> (这篇文章我们将 
来还要谈到）中， Diriohlet 给出了 (单值)函数的定义> 这个定义是 
现今最常用的，即如果对于给定区间上的每一个 * 的值有唯一的 
一个 y 的值同它对应，那么 y 就是 * 的一个函数.接下去他又说， 
至于在整个区间上 y 是否按照一种或多种规律依赖于*，或者 y 
依赖于 * 是否可用数学运算来表达，那都是无关紧要的.事实上， 
在1829年 (1<>> 他给出了 * 的一个函数的例子，它对一切有理数取. 
值0而对一切无理数取值 rf. 

Hanlcel 指由，至少在十九世纪的上半世纪；最好的教科书中 
在讲到函数概念是什么的时候是混乱的.一些书本质上按 Enler 
的意义定义函数;另一些书则要求2/随 * 依某一规律而变化,但是 
又没说规律的言义是 什么； 有些书则采用了 Diriohlet 的定义》还 
有一些书则不^定义.但是由他们的定义推出的结论并不逻辑地 
蕴含在这些定义中. 

连续和间断之间特有的区别逐渐显现出来了.对函数性质的 

⑼ Kepertorium der Physik, 1, 1837,152 〜 174■ 妒 erto, 1, 135 〜 160. 

(10) Jour, fiir Math., 4, 1829, 157^169~Werke, 1, 117 〜 182. . 
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仔细研究是由 Bernhard Bolzano(1781 〜 1848) 开始的，他是波希 
米亚的一个神父、哲学家和数学家. Bolzano 做这一工作，是由于 
他试图为代数基本定理给出一个纯算术证明来替代 Gauss 用几何 
思想的第一个证明 (1799). 对于微积分的建立（除实数理论外), 
Bolzano 具有正确的概念，但他的工作有半个世纪未被注意.他不 
承认无穷小数和无穷大数的存在，而无穷小和无穷大正是十八世 
纪的作者曾经用过的.在1817年的一本以 «Bein analytisoher 
Beweis (纯粹分析的证明)》开始的书名很长的一本书中（参看文 
献)， Bolzano 给出了连续性的恰当定义，即若在区间内任一 * 处， 
只要0>(的绝对值)充分小，就能使差/(*+0))-/ ⑻ （的绝对值)任 
意小，那么就说 /(*) 在该区间上连续.他证明了多项式是连续的. 

Oauohy 也抓住了极限和连续性的概念.和 Bolzano 一样，极 
限槪念是基于纯算术的考虑.他在《教程: K1821) 中说,“当一个变 
量逐次所取的值无限趋近一个定值，最终使变量的值和该定值之 
差要多小就多小,这个定值就叫做所有其它值的极限.例如，一个 
无理数就是那些在数值上愈来愈接近于它的不同分数的极限.”这 
个例子有点不恰当，因为许多人把这样的扱限作为无理数的定义， 
而如果无理数事先不存在，那么极限就没有意义. Cauchy 在1823 


Caiaohy 在其1821年著作的序言 [« 教程》第5页]中说，当说 
及函数的连续性时,必须说0无务小量的主要性质.“当一个变童 
的数值这样地无限减小,使之收敛到极限 0', 那么人们就说这个变 
量成为无 穷小. ^ Cauchy 把这种变量叫做无穷小量.这样一来， 
Cauchy 就澄清了 Leibniz 的无穷小概念而且把无穷小量从形而 
上学的束缚中解放出来. Cauohy 继续说，“当变量的数值这样地 
无限增大，使该变量收敛到极限 oo, 那么该变量就成为无穷大.”但 
是 oo 不意味着是一个固定的量,而只是无限变大的某个量. 

现在 Oauohy 准备给函数的连续性下定义了.在《教程々 （ P p. 





34 〜 36) 中 他说: “设 /(a>) 是变量 * 的一个函数，并设对介于给定 

两个限[界]之间的*的值，这个函数总取一个有限且唯一的值. 

如果从包含在这两个界之间的一个*值开始，给变貴 * 以一个无 

穷小增童《，涵数本身就将得到一个增 Jt_ J 差— /(*), 
这个差同时依赖于新变量《和原变量*的值.假定了.这一点之 
后， 如果对于每一个在这两个限中间的*的值，差 /(*+«) — /Or) 
的数值随着《的无限 戚小而 无限减4、,那么就说,在变量 ® 的两限 
之亂函数 /(*) 是变暈的一个连缕函数.换句话说，.如果在这两 
限之间，变量的一个无穷小增量总产生函数自身的一个无穷小增 
量，那么 A 数 /(®) 在给定限之间对于 * 保持连缞. 

“我们也说 /(®) 在变量 * 的一个确定值的邻域中是 * 的连续 
m, 只要这函数在 * 的这两个限之间是连续的,而不管界住自变 
量的值的这两个限是多么靠近然后 Cattohy 又说，如果函数在 
包含的任何区间上不连续，就说函敗在吻处不连续. 

Oauohy 在他的《教程》中 （p. 37) 断言，如果一个多变童函数 
分别对每个变量都是连续的，则它对于所有变量都连续.这是不 
正确的. 

在整个十九世纪，连续的概念是人们研讨的对象，因而数学 
家们对它更多地理解了，有时候产生使他们感到吃惊的结果. 
Darboux 曾给出一个函数的例子,当从® m 变到时,这个函 
数取遒两个给定值之间的一切中间值，但却不是连续的.这样，连 
续函数的一个基本性质是不足以确保函数连续性的. (11> 

Weierstraas 在分析严密化方面的工作改进了 Bolzano, Abel, 
和 Oauohy 的工作.他也力求避免直观而把分析奠基在算术概念 
的基础上.但他是在1841〜1856年做中学教师时做这些工作的， 






因此直到1859年他在柏林大学任教之前，他的大部分工作没有为 
人们所知道. 

Weierstrass 攻击“一个变董趋于一个极限”的说法，这种说法 
不幸地使人们想起时间和运动. 他把一个变量简单地解释为一个 
字母，烤字母代表它可以取值的集合中的任何一个数.这样运动 
就消除了. 一个连续变量是这样一个变量，如果吻是该变量的值 
的集合中的任一值而 S 是任意正数，则一定有变量的其它值在区 
■间—久中. 

为了消除 Bolzano. 和 Oauohy 在定义函数的壤续性和极限中 
用到的短语“变为而且保持小于任意给定的童”的不明确性， 
Weieretrass 给出了现今所采用的 定名： 如果给定任何一个正数 
s, 都存在一个正数 S 使得对于区间 |®-«o|<8 内的所有的 a： 都 
有 1/(*)—/(®o)l<s, 则/0»)在®-%处连续.如果在上述说法 
中，用 i 代替/(%),则说/⑷在处有极限 A 如果函数 
/0»)在区间内的每一点 * 处都连续，就说 /(®) 在0值的这个.区间 
上连续. 

在连续性概念本身正被精细地研究着的那些年代里，为了严 
密地建立分析而进行艰难的尝试就要求人们证明许多原先已经被 
直观地接受了的有关连续函数的定理. Bolzano 在他1817年的 
出版物中，企图证明如果 /(*) 在处为负而在处为正， 
则 /(®) 在0和6之间有一个零点.他(对固定的 ®) 考虑函数序列 
⑴ 馬⑷，為⑷， F 3 (x) f m.. 

而且引 入了这样的 定理： 如果《充分大，可使差数 F n+r -F m 对于 
无论多大的 r 都小于任何给定的正数，则存在一个固定的量 Z， 
使得_个序列愈来愈靠近X，而且确实如人们所想要的那样靠近 
X. ^对量 Z 的确定是含糊的，因 W 他没有一个清楚的实数系的 
理论，尤其是不清楚作为实数系基础的无理数的理论.然而他已 
经有了我们现在叫做序列收敛的 Cauchy 条件的思想(见下面). 



*. 函数及其性质 9 IV 

在证明的过程中， Bolzano 建立了有界实数集的最小上界的 
f 在.他的确切的陈述 是：如 果性质 M 不能适用于变量 a; 的所 
有的值，但对于所有小于某个《的值性质 M 成立，则总存在一个 
量 W 它是所有这样的量《的最大值.这个引理的 Bolzano 证明 
的实质，在于把有界区间分戒两部分,而选取包含集合的无穷多个 
元素的那一部分.然后他重复这一手续，直到他得到给定实数集 
的最小上界才停止. Weierstrass * 1860年代应用 Bolzano 贡献 
的这一方法证明了现在冠以 Weierstrass-Bolzano 名字的定_.这 
个定理证实了对于任何有界无穷点集，存在一个点,使得该点的任 
何邻域内都有这无穷点集的点. 

Oaudiy (在他关于多项式的根的存在的证明之一中)已经不加 
证明地用过定义在闭区间上的连续函数存在最小值. Weierstraas 
在他的桕林讲义中证 明了： 对任何定义在有界闭区域的单霁量或 
多变童的连续函数，存在函数的一个最大值和一个最小值. 

在(360堪0&1^1：和'^616_858的思想的鼓舞下， Heine 定 
义了单变量或多变量函数的一致连续性 (12> ，而后又证明了在实数 
系的有界闭区间上的连续函数是一致连续的. <13 > Heine 的方法引 
进且利用了下述 定理： 设给定了一个闭区间1>, 6] ，以及检于 [«, 
6] 中的所有闭区间构成的一个可数无穷集合 .4 使得中 
的每一点*萆少是」中一个区间的内点.（当 a 是一个区间的左 
端点而&是另一个区间的右端点时，也把端和6看作是内 
点 .） 则由」中有限多个区间组成的一个集合具_同样的性质，即 
闭区间 [«, i] 的每个点至少是这个有限区间集合中的某一区间的 
一个内点0和6可能是端点). 

Emile Borel (1871 〜1956)，本世纪的第一流法国数学家之 
一，淸楚地认识到能够选出有限个覆盖区间的重要性，而且对原来 





的区间集合 d 是可数的情形首先把它叙述为一个独立的定理. 

虽然许多德国和法国的数学家把这个定理叫做 Borel 定理，但由 

于 Heine 在关于一致连续的证明中利用了这个性质，所.以这个定 
理也叫 Heine-Borel 定理.正如 Lebeflgue 所指出的，这个定理的 
功绩不在于它的证明(它的证明是不难的)，而在于认识到这个定 
理的重要性，而且把它作为一个清楚的定理确切地陈述出来.对 
于任何维数的闭集合,这个萣理都适用,而且现在它已成了集合论 
中的一个基本定理. 

把 Heine-Borel 定理推广到可以从一个不可数无穷集合中选 
出覆盖区间的一个有限集合的情形，通常归功于 Lebesgue， 他自 

称在1898年就已经知道了这个定理而且发表在他的《积分学教 

程》(私 ⑽* 餅 Vmtegratim, 1904) 中.但是这个定理是由 

(?0_(1867〜 1933) 在1895年首先发表的 . (18) 


3.导 数 

D’Alembert 是看出 Newton 在本质上具有正确的导数概念 
的第一个人.在《百科 全书》 中 d’Alembert 明确 
地说，导数必须建立在应变童的差和自变量的差的比的基础上. 
这个看法再次系统地阐述了 Newton 的最初和最后比.由于 
d’Alembert 的思想仍然受几何直观的束缚，他没有继续前进.在 
后来的五十年中他的继承者们仍然不能给出导数的明确定义.连 
Poisson 都相信,小于任何给定的无论多小的正数的非零正数是存 
在的. 

Bolzano 第一个 （1817) •把 /(») 的导数定义为当 A 经由负值 
和正值趋于0时，比[/(»+血)一 /(»)]/▲ 无限接近地趋向的量 







尸 (》). Bolzano 强调 f (®) 不是两个0的商,也不是两个消失了的 
量的比,而是前面指出的比所趋近的一个数. 

Oauohy 在他的《无穷小分析教程概论》 (18 >中，用和 Bolzano 同 
样的方式定义导数.然后他通过把 办定义 为任一有限量而把办 
定义为/(»)咖，从而把导数的释念和 Leibniz 的微分统一起 
来. <1T> 换旬话说,他引入两个量，裉据定义，它们的比是/⑷.微 
分通过导数就有了意义,但只是一个辅助的概念,在逻辑上没有它 
也行，但是作为思考或书写的手段是方便的. Cauohy 还指出，整 
个 十八世纪所用的微分表达式的含义就是通过导数来表示的. 

然后他通过平均值定理，即4^/>+5^)心,其中0<沒< 
1,来阐明"^和/乂®)之间的关系. Lagrange 已经知道这个定 
理（第20章第7节). Cauohy 在平均值定理的证明中 用到了 
f 0»)在区间 (*, 上的连续性. 

虽然 Bolzano 和 Cteuohy 已经（多少）严密化了连续性和导数 
的概念，但是 Cauohy 和他那个时代的几乎所有的数学家都相信， 
而且在后来五十年中许多教科书都“证明”，连续函数一定是可微 
的（当然要除去象!/=|中的 ®_0 那样的孤立点). Bolzano 确实 


了解到连续性和可微性之间的区别.在他的《函数论 》(Fupfc- 


ticmenlehre) 中(他在1834年写这本书,但没写完也没有发表尸％他 
给出了一个在任何点都没有有限导数的连续函数的例子. Bolzano 
的例子象他的其它著作一样，没有引起人们的注意. <lw 即使他在 
1834年发表这个例子也可能不会产生什么影响，因为他所举的例 
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子是一条曲线，没有解析表达式，而对那个时斯的数学家来说，函 
数仍然是由解析表达式给出的实体. 

最终讲明白连续性和可微性之间的区别的例子，是由 
Riemann 在取得大学教授资格的论文中 
给出的，这是他为了取得哥廷根 ( OdtiingMi ) 的一个大学讲师（职 
位 ）( Privatdoze n t ) 而在1864年写的论文，《用三角级数来表示函 
数的可表示性 》 (Uber die Darstellbarkeit einer Function durob 
eine irigonometrisohe Raihe ).^ (这是作为应征讲演而写的几 
何基础方面的论文(第37聿第3节 ).） Riemann 定义了下面的函 
数.令 (*) 表示 * 和最靠近*的整数的差，如果*在两个整敢的中 
点则令 (*)■(). 于是一 loxl . /(*) 定 k 为 ' 

/( —竽+學+學 +•“. 

这个级_对所有的*值收敛.然而(对于任意的》)对*=^•，其 
中2>是一个和2« ■互 质的整数，/0)是间断的而且具有一个数值 
为■^的跳跃.在*的所有其它数值处， /(*) 是连续的.而且 
在每个任意小的区间上 /(*) 有无穷多个间断点.尽管如此, /(») 
却是可积的(第4节).而且对一切连续，但在 
/(*) 的间断点处没有导数.这个例子直到1868年才发表,在这之 
前这个病态函数没有引起多大的注意. 

连续性和可微性之间的一个甚至是更为惊人的区别，是由瑞 
士数学家 Charles Cellarer (1818 〜 1839) 指出的.1860年他给出 
了一个连续但处处不可微的函数的例子，就是 





其中 a 是一个大的正整数.但是这个例子直到1890年<〜才发表. 
最引起人们注意的例子，是由 Weierstrass 给出的.早在1861年 
他在讲课中已经确坏，想要从连续性推出可微性的任何企图都必 
定失败.1872年7月18日，在柏林科学院的一次讲演中，他给出 
了处处不可微的连续函数的经典例子 <22> . mierstraas 在1874年 
的一封信中把他的例子写信告诉了 DnBois - Reypond , 而由后者 
首先发表出来 . (28> Weierstrass 的函数是 


/(«) =笔 6 * 008 (< 1 "抑), 


其中 a 是一个奇整数而6是二个小于1的正的常数，而且^>1 


+ (- y -). 这个级数是一致收敛的，因而定义一个连续函数. 
Weierstrass 的例子推动人们去创造更多的函数，这些函数在一个 
区间上连续或到处连续，但在一个稠密集或在任何点上都是不、可 

撖的 


发现连续性并不蕴含可微性，以及函数可以具有各种各样的 
反常性质，其历史意义是巨大的.它使数学家们更加不敢信赖直 
现或者几何的思考了. 


4•积 分 

Newton 的著作表明面积可以通过把微分法反过来求得.当 
然这仍是本质的方法1 Leibniz 关于把面积或体积看作是诸如矩 
形或柱体微元的“和”的思想[定积分]被忽视了.在十八世纪当微 


元“和”的概念多少被采纳时，使用这些概念也是很不严谨的. 

Cauchy 强调把积分定义为和的极琅来代替把积分看作是微 
分法的逆运算.这个改变至少有一个主要的理由.我们知道， 
Fourier 处理过间断函数，而 Fourier 级数的系数公式是 
= /(*)sin nxdx, 

这就要求间断函数的积分. Fourier 把积分看成一个和 (Leibniz 
的观点)，因此哗理即使是间断的/0)也没有什么困难.但是当 
/(*) 是间断函数时,必须考虑积分的解析含义的问题. 

Oanohy 在他的《槪论》 (1823) 中对定积分作了最系统的开创 
性工在书中他也指出在人们能够使用定积分、原函数之前，必 
须确立定积分的存在，以及间接地确立反导数或原函数的存在. 
他从连续函数开始. 

他对连续函数 /(*) 给出了定积分作为和的极限的确切定 
义 .⑽ 如果区间1> 0 , X ]为 ® 的值勿，吻，…， 所分割 ，叫- 
X ；則积分是 

其中&是 ® 在 fei , 中的任 一值.定义中事先假设/(岣在 
[» o , Z ] 上连续以及最大子区间的长 k 趋于零.这+定义是算术 
性的. Cau <% 证明了，无论怎样 选取叫 -和“积分都存在. 但由 
于他没有一致连续性的概念,他的证明是不严密的.他用 Fourter - 
建议的记号£/(®)&来代替 Euler 对反微分法经常使用的记号 

接着 Cvaohy 定 X 

Fix)^J{x)dx t 



且证明 * F (*) 在 [私， X ] 上连续.置 

并 利用 IR 分中值定理， Oauoliy 证明了 

，，(*)-/⑻. 

、这就是微积分基本定理. Cauohy 的表示方法是微积分基本定理 
的第一个证明.在证明了给定函数 /(*) 的全体原函数彼此只差 
一个常数之后,他把不定积分定义为 

J/(®)rf* = J*/(*) dx+O. 

他指出，若假定尸 (*) 连续，则 

£/»/(6) 一/⑷. 

然后 Oanohy 论述了在积分区间的某些值 * 处 /(*) 变为无穷或积 
' 分区间趋于~时的奇异(反常)积分.对于 /(*) 在点不连续/ 
而在这点处/0»)可以有界也可以无界的情形， Cauchy 把反常积 
分定义为 

I * /(*) rf »= limj e 1 + /(«)<&, __ 

只要右端的极限存在，当办一办时我们就得到 .Canohy 所谓的主 
值. 

曲线 If 界区域的面积，曲线的长度，曲面所界区域的体积，以 
及曲面的面积等概念，已经作为直观的理解而被人们接受了，而 
这些童能用积分来计算已被看作是微积分重大成就之一.但是 
Cauchy 为了初他的算术化分析的目标相一致，他用计算这些量而 
建立起来的积分公式来定义这些几何量.由于积分公式把限制强 
加给被积函数，所以 Cauoliy 已在无意中对他所定义的概念加上 
了一种限制.例如由表示的曲线的弧长公 式是- 





在他 1854 年关于三角级数的一篇论文中提出了可积性这个课题. 
他说： 考虑使 Fourier 系数的积分公式仍然成立的较宽条件，虽然 
对物理应用不一定是重要的,但至少对数学是重要的. 

Jliemaim 把积分推广到在区间 [«, 6] 上有定义且有界的函数 
/⑷上去.他把1 >, &] 分割成子区间 (26) 知，私 ，… ，私，并把 
/(*) 在心< 上的最大值和最小值之差定义为 /(*) 在私上的振 
幅.然后他证明了，当最大的凇趋于0时，和式 
S^^f(p：i)Axi 

(其中 叫是私 中 * 的任一值)趋于一个唯一的极限(积分存在)的 
一个必要充分条件是 ：区间 (在其中 /(*) 的振幘大于任给的 
数入)的总长度必须随着各区间长度的趋于零而趋于零. 

然后 Riemann 指出，关于振幅的这一条件使他可以用具有孤 
立间断点的函数以及具有到处稠密的间断点的函数来替代连续函 
数.亊实上，他所给出的在每个任意小区间上有无穷多个间断点. 
的可积函数的例子(第3节)，是企图说明他的积分概念的一般性. 
这样， Biemaim 就在积分的定义中去掉了连续和分段连续的要 
求. 

Riemann 在他1864年的论文中给出了在区间!>,幻上有界 
函 数辱可 积的另一个必要充分条件，但是没有进一步的说明.实 
际上相当于首先建立现在所谓的上和与下和 






s *= +. • • + Jajn, 

这里， 叫 和札 是/⑷ 在私上的最小值和最大值.然后令 
M 广 m h Riemann 指出，当且仅当对于区间'0, 6] 上知的一切选 
法都有 

^lim^ {Di4Fi+D 2 Ja!* + ••- +Z> B zla;*}=0 
时, /(*) 在[«，幻上的积分才存在. Darbtmx 把 Riemann 的说法 
阐述得更加完全，并且证嘢了这个条件是必要充分的. <27) 沒有许 
多值,每一个值与把 [«, W 分为的分划对应.类似地 s 也有 
许多值.每个 S 叫上和而每个 s 叫下和.令/是5?的下确界，而 
令_1是*的上确界.就得到于是 Darboux 的定趣说，当 
血*的数目无限增加，使最大子区间的长度趋于0时，和£?与*分 
别趋于/ 与人 如果则说有界函数在!>, $] 上是可积的. 

然后 Darbmw 证明，一个有界函数 /(*) 在 O, 6] 上可积的充 
要条件是, /(*) 的间断点组成一个测度为零的集合.所谓间断点 
集合的测度为0,它的意思是指间断点可以包含在有限个区间中， 
而这些区间的总长度是任意小.这种关于可积性条件的确切阐 
述,也由许多人在同一年 (1875 年)给 q 来. Volterra 对沒的下 
确界/引入了上积分这个术语和记号 \\ f ^) dx t 他还对 s 的上确 
界引入了下积分这个术语和记号 £/(*)&._ 

Darboux 在1875年的论文中$证明了，在推广了的意义下, 
可积的函数微积分基本定理成立. Bonnet 不用尸 (®) 的连续性 
证明了微分学的中值定理. <29> Darboux 利用这个证明(这个证明 
在现在是标准的)证明了，当/仅在 Riemann-Darboux 意义下可 







积时， 


第40章分析中注入严密性 


£/’(*) 咖 ■/(&)-/>). 

Darboux 的论点是 



其中由中值定理， 

2 C /(*«) 一/(叫-1)] =2尸 (0 

这里4是 (*« *0 中的某个值.现在若最大的』斯或 *« —叫 -1 趋 
于零，则上式的右墙趋于 £/(*) 血，而左靖是 /(.&)_/ ⑷. 

1870年代和1880年代最受欢迎的活动之一，就是构造各种 
具有无穷个间断点而在 Riemann 意义下仍为可积的函数.在这 
方面, H. J. S. Smith (80> 给出了在 Riemann 意义下不可积的函 
数的第一个例子，但是这个函数的间断点是“稀疏”的. Diriohlet 
函数(第2节)也是 Riemann 意义下不可积的，不过它是处处不连 
续的. 

积分的概念后来推广到了无界函数，还推广到各种广义 积分. 
最有意义的推广是在二十世纪由 Lebesgue 作出的(第44章)•然 
而，就初等微积分而言，到1875年时积分概念就已经建立在充分 
广阔而严密的基础之上了. 

二重积分的理论也解决了.十八世纪已经处理过比较简单的 
二重积分(第19章第6节). Cauohy 在1814年的论文（第27章 
第4节）中指出，如果被积函数在积分区域中不连续，则存计算二 
重积分2/)血办时，积分的次序至关 重要. Cauohy 特别指 
出 (81> ,当/无界时累次积分 

£0 l^)K/0r ， 耐 

(30) Proc.Lon. Math. Soc., 6,1875,140 〜 153_Oo«. Papers, 2, 86 〜 100. 

(31) M&moire (1814 年〉；待别见 CEuvres, (1), 1, p. 394. 


•144.私舍、尾熬匹 



5 .无穷级数 19 I ? 

不一定是相等的. 

Karl J. Thomae (1840 〜 1921) 把 Riemann 的积分理论推广 
到二元函数. (M> 以后 Thomae 在1878年〃>给出了有界函数的一 
个简单例子,表明上面第二个累次积分存在但第一个没有 意义. 

在 Cauchy 和 Thomae 的例子中,二重积分都不存在.但在 
.1883年 (84 >1) 1 13018-卿1 1 1011<!证明了，即使二重积分存在，两个 
累次积分也不一定存在.在二重积分的情形，最有意义的推广也 
是由 Lebesgue 做出的. 


5.无穷级数 

十八世纪的数学家不加辨别地使用无穷级数.到十八世纪 
末,由 f 应用无穷级数而得到的一些可疑的或者完全荒谬的结果， 
促使人们追究对、无穷级数进行运算的合法性.在1810年前后， 
Fourier, Gauss 和 Bolzano 开始确切地处理无穷级数. Bolzano 
耦调人们必须考虑收敛性，并且特别 批评了 二项式定理的不严密 
一的证明. Abel 是对无穷级数的老式用法的最公开的批评者. 

Fourier 在_他1811年的论文中，以及在他的《热的解析理论》 
:中，给出了一个无穷级数收敛的满意的定义，虽然一般说来他是随 
便使用发散级数的.在书中(英文版 P. 196) 他所讲的敛的意思 
是指，当《增加时前《项的和愈来愈趋近一个固定的值,而且同这 
个值的差变得小于任何给定 的置. 而且他认识到，只能在*值的 
—个区间中得到函数级数的收敛性.他还强调指出收敛的必要条 
件是通项的值趋于零.但是级数 1-1+ …仍然愚弄了他；他以为 
这个级数的和是 

(32) Zdt. fur Mcdh. und Phys., 21, 1876, 224 〜 227. 

(33) Zdt. fiir Math, und Phys., 23, 1878, 67 〜 68. 

(34) Jour, fur Math., 94, 1883, W3 〜 2»0. 






的 Stirling ■发散展开.当他在1812年决定研究超几何级数的收 
敛性时，他说他这样做是为了使那些喜欢古代几何学家严密 
性的人们髙兴，但他没有表明他自己在这方面的立场.在他的论文 
中, <>7) 他利用了 1呢(2_20080展为 * 的倍数的余弦的展开式，可 
是没有证明这个级数的收敛性,而且按当时可用的技巧而言，也许 
不可能有证明.在他的天文学和测地学工作中，和十八世 
纪的人一样，沿旧习使用了无穷级数的有限多个项而略去其余项. 
当他看出后面的项在数值上是小的时候他就停止取项，当然他没 














有估计误差. 

Poisson 也采取了奇特的立场.他拒绝发散级数< 88) ，甚至给 
•出了用发散级数作计算怎样会导致错误的例子.尽管如此，当他 
把一个任意函数表为三角级数和球函数级数时，他还是广泛地使 
用了发散级数. 

Bolzano 在他1817年的出版物中已经对序列收敛的条件有 .. 
了正确的概念，现在把这个条件归功于 Oanohy r Bolzano 也已有 
寸关于级数收敛的清楚而正确的概念.但正如我们早先指出的那 
样，他的工作没有广泛为人所知. 

■ Oauohy 关于级数收敛性的工作是这一课睡的第一个具有广 

泛歡义的论述.他在《分析教程》中说 :“令 

知 « o + Wl ++ • • • + 

是 [ 我们所研究的无穷级数]前《项的和，《表示自然数.如果对 
于不断增加的《的值，和无限趋近某一极限 *, 则级数叫做收致 
的，而这个极限值叫做该级数的和. (89> 反之，如果当抑无限增加 
时，8,不趋于一个固定的极限，该级数就叫做发散^的，而且级数没 
有和 

在定义了收敛和发散以后， Cauohy 叙迷了 (《 教程心 p. 125) 
Oauohy 收敛判别准则，即序列{凡}收敛到一个极限民当且仅当 
S n + r - S n 的绝对值对于一切 r 和充分大的 n 都小于任何指定的 
量. Carusliy 证明了这个条件是必要的，但是仅仅指出，如果条件 
成立,序列的收敛性就有了保证.要作出证明，他还缺少有关实数 
性质的知识. 

Cauchy, 然后叙述并证明了正项级数收敛的一些特殊的判别 
法.他指出 S 必须趋于零.另一个判别法 (《 教程 》 ,132〜 135) 霱要人 



们求出 当 《 变为无穷时表达式 （《•)+ 趋洵的一个或几个拫限，用‘务 
籴记这些极限中的最大者.如果 A<1 则级数收敛，如果々>1则 
级数发散.他也给出了使用^^■的比值判别法.如果这个极 
限小于1则级数收敛，如果极限大于1则级数发散.如果比值为 
1,还给出了比值为1时的特殊判别法.接着是比较判别法和对数 
判别法.他证明了两个收敛级数的和收敛到各自极限的 
和，对于乘积也有类似的结果.对于带有负项的级数， Cauchy 证 
明了由项的绝对值构成的级数收敛时原级数收敛，然后他推导了 
交错级数的 Leibniz 判别法. 

Cau 0 hy 也研究了级数 

= Ui (®) +«a(«) +«8(*)屮… 

的和/其中所有的项都是单值的连续实函数.这里用常数项级数 
的定理来确定收敛区间.他也研究了项是复变函数的级数. 

Lagrange 是第一个叙述带余项的 Taylor 定理的人，但 Cauohy 
在他的1823年和1829年的教科书中指出了重要的一点：如果余 
项趋于零，则 Taylor 级数收敛到导出该_数的函数.他给出了 
Taylor 级数不收敛到导出该级数的一个函数的例子 
在他的1823年的教科书中,他给出了一个例子，函数 
有各阶导数，但在邻近没有 Taylor 展开.这里他用一个例 
子反驳了 Lagrange 在他的《函 数论: K2V 办_細 /onctiom) (第V 
章，第30条)中的断言，即如果/㈤在吻有各阶导数，则/⑷可 
表为在办附近的 * 处收敛到 /(*) 的 Taylor 级数. Canohy 还在 
Taylor 公式中给出了另一形式的余项公式. (40 > 

在这里， Canohy 在严密性方面有些失检.在他的《分析教程》 
(Cowrs d ' analyse ) (pp. 181 〜 132) 中他说,如果当 F { x ) 



5 .无穷级数 


时级数收敛且％(*)都连续，则 /(*) 是连续的.在他的《简明教 
程 》 (脱柳^鉍|6.0«0_中，他说，如果《»(*〉都连续且级数收 
敛，则对级数可以逐项积分;即 

他忽视了一致收敛性的要求.对于连续函数他还断言 (43> 

Canoliy 的著诈鼓舞了 Abel. Abel 在1826年从巴黎写给他 
原先的老师 HolmboS 的信⑽中说， Cauohy “是当今镰得应该怎 
样对待数学的人 . ”在那一年 (44> Abel 研究了 m 和复的 * 的二项 
级数 - 

的收敛区域.他对以前没有人去研究这个最重要的级数的收敛性 
表示惊讶.他首先证明级数 

/(«) •=t>0 + VlO + V2^ + , ** 

(其中％是常数而《是正实数)如果对《的一个值8收敛，则级数 
对《的每个较小的值也收敛，而且当《小于等于 S 时,对于趋于0 
的 A /(«^抝趋于 /(«)• 最后一部分说一个对于变董《小于等 
于3收敛的蓼级数是变纛的连续函数. 

Abel 在1826年的同一篇论文中⑽改正了 Grnohy 关于连续 
函数的一个收敛级数的和一定连续的错误.他给出了例子 

(2) , 血,一宇+手…， 



ggm 



虽然 (2) 的每一项都是连续的，但是，当*=(2«十1)派而》是整数 
时， （2) 是不连续的/〜然后他用一致收敛的思想正确地证明了连 
续函数的一个一致收敛级数的和在收敛区域内部是连续的. Abel 
没有从中把一致收敛的性质抽调出来. 

、 级数|：叫(>)哕一致攸敛概念要求对任意给定的存在汉， 

使得对所有的》1>及，对某个区间上的一切*都有 
<«. S ( s ) 当然就是级数的和.这个概念本身为一个第一流的数 
学物理学家 Stokes 清楚地认识而且也为 Philipp L. Seidel 
(1821 〜 1896) 独立地认识. 148 >两个人都没有给出确切的系统阐述. 
倒不如说他们两人指出了，如果连续函数的一个级数的和在*=物> 
点不连续,则在％附近有一些 * 值，'使得级数在这些点上任意慢地 
收敛.他们也没有指出需要一致收敛性去验证级数逐项积分的合 
- 法性. 事实上, Stokes 接受了 Canohy 的逐项积分的用法 Oauohy 
最后还是认识到，为了断言连续函数的级数的和一定连续，耱要一 
致收敛性 , (M> 但即使是 Caiioiiy， 在当时也未看出他自己在使用级 
数的逐项积分中的错误. 

实际上早在1842年就有了一致收敛的概念. 
他无意中重复了 Cauchy 关于一阶常微分方程的蒂级数解的存在 
定理.在此定理中，他断言级数一致收敛，因而构成复变童的解析 
函数.大约在同一时期， Weieratrass 利用一致收敛的概念，铪出 





了级数逐项积分和在积分号下求微分的条件. 

通过 Weifirsiraas 周围的学生，人们知道了一致收敛的重要 
•性 ： Heine 在一篇关于三角级数的论文中强调了这个概念 (M) . 
Heine 也许已经通过 Georg Cantor 听到了这个思想， Cantor 曾在 
桕林学习，然后在1867年去 Halle， 在那里他是一个数学教授. 

miwstrass 在做中学教师期间，还发现在实轴的一个 兔区间 
上连续的任何函数可以表为这个区间上的绝对一致收敛的多项式 
级数. Weierstrass 的结论，对多变童函数也对.这个结果引起 
人们极大的兴趣，在十九世纪的最后四分之一年代中,建立了这个 
结果的许多推广，推广到用一个多项式级数或用一个有理函数级 
数来表示复变函数. 

人们曾假定级数的项是可以任意地重新排列的.1837年 
Diriohlet 在一篇论文<«>中证明了，对于一个绝对收敛的级数 ，人' 
们可以组合或重新排列它的项而不改变级数的和.他还给出例子 
说明任何一个条件收敛的级数的项可以重新排列而使级数的和不 
相同. Kiemann 在1864年写的一篇论文(见下文)中证明了，适当 
重排级数的项可以使级数的和等于任何给定的数值.从1830年 
代直到十九世纪末，许多第一流的数学家推导了无穷级数收敛的 
很多判别法则. 


6. Fourier 级致 

我们知道， Fourier 的工作表明，广泛的一类函数可以用三弟 
级数来表示.找出函数具有收敛 Fourier 级数的确切条件的问题 




尚未解决. Carwhy 和 Poissoix 的努力没有得到结果. 

Diriohlet 在1822〜1825年期间在巴黎会见 Fourier 之后，对 
Fourier 级数产生了兴趣.在一篇基本的论文《关于三角级数的 
收 敛性》 (Sur la oonvergenoe des series trigonom6triques) 中 ( M> 
Diriohlet 给出了代表一个给定 /(*) 的 Fourier 级数是收敛的并 
且收敛到 /(*) 的第一组充分条件. Diriohlet 给出的证明，是对 
Fourier 在其《热的解析理论》的末尾几节中草拟的证明的 改进. 
考虑函数 /(*), 它或者是以 2?r 为周期的,或者是在区间 C-», ovl 
上给定而且在每一个从 [-5T, ov -] 往左或往右的长为 2* 的区间上 
定义为周期的.的条件是 

(a) /(*) 是单值、有界的. 

(b) /(*) 是分段连续的；.即在(闭的)周期内只有有限多个间 
断点. 

<o) /(*) 是分段单调的•，即在一个周期内只有有限多个最大 
值和最小值. 

' 在基本周期的不同部分 /(*) 可以有不同的解析 表示. 

Diriohlet 的证明方法是，直接求》项的和并研究当《趋于无 
穷时会出现什么情况.他 证明： 对于任给的*值，只要 /(*) 在该 
*处逐续，则级数的和就是/(*)，如果 /(*) 在该*处不连续，则 
级数的和是- 沖一 0： ^作 + 也. 

Diriohlet 的证明中，必须仔细讨论当片无限增加时积分 ： 

]>)替一>。 

. £作) 糕血， 

的极限值.这些积分至今还叫做 Diriohlet 积分. 

与此工作相关联， Diriohlet 给出了一个在有理点上取值为《 
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而在无理点上取值为的函数(考 2 节).他曾希望推广积分的概 
念使得更大一类函数仍可表为收敛到该函数的 Fourier 级数，但 
是刚才提到的特殊函数就打算作为一个不能包括在一类更广积分 
概念中的例子. 

Riemann 有一段短时间曾在柏林在 DiriohlBt 的指导下进行 
研究工作，而且对 Fourier 级数产生了兴趣.1864年在哥廷根在 
他为取得大学教授资格而写的论文《试用短文》 (HabiUtationf 
•«¥) 中以此为埋«用三角级数来表示 函数》 （tiberdte 
Darstellbarkeit einer Funotion duroh einer trigonometiisohe 
Reihe), 文章的目的是要找出函数 /(*) 必须满座的充要条件使在 
区间 [一〜 d 中的一点 * 处 /(*) 的 Fourier 级数收敛到 /(*). 

Riemann 曾证明了基本 定理： 如果 /(*) 在[一不 W 上有界月 
可积，则 Fourier 系数 

(3) ^f(x)ooenecdxi f(x)annanix 

当 《 趋于无穷时趋宁零.定理还表明有界可积的 /(*) 的 Fourier 
级数在[一％ «] 中的一点处的收敛性只依赖于 /(*) 在该点邻域 
中的特性.但是寻求 /(*) 的 Fourier 级数收敛到它自己的必要而 
又充分的条件的问題依旧没有解决. 

Eiemann 开辟了另一个研究路子.他研究三角级数，但不需 
- 要根据公式 (8) 来确定 Fourier 系数.他从级数 

⑷ ^o B sinm;+-^-+^3 b n coBna> 

出发并定义 

■4 0 =*|6 0 , A m (ai) =a M amna;+6 H cosfi(i;. 

-于是级数 (4) 等于 

/(«)' 象尤 ㈤ •• 



当然 m 只对级数收敛的那些0值才有 f 个值.我们用来表 
示级数本身. A 的项对一切 ® 或对某个*可以趋于零， Riemann 
分别讨论了这两种情形. 

如果 〜和& 趋于零，则 D 的项对一切*趋于零.令 fO) 是 

函数 

i^aO-C+OV^A 夸 - 先-令 - 告 …， ' 

它是接连对 O 逐项积分两次而得到的. Riemann 证明了 7(*) 对. 
一切 ® 收敛而且关于 * 连续.这时及0)本身就能积分. Riemann 
证明了关于正(》)的一系列定理，这些定理转而导致使一个形如 
(4) 的级数收敛到一个周期为2亦的 给定函 数的必要充分条件.然 
后他给出了三角级数 (4) (其中当 n 趋于 oo 时如和心 仍趋于 0) 在 
«的一个特殊值处收敛的充要条件. 

其次他考虑了另一情形，即依赖于*的情形，并且给 
出了在 ® 的特殊值处级数收敛的条件和在特殊值 ® 处的收敛 
判别法. 

他还指出，可以积分的 /(») 可態没有 Fourier 级数表示.而 
且还存在这样的不可积函数，级数在任意接近的界限之间的无 
'穷 多个* 值上收敛到这个函数.最后他指由，即使三角级数的％ 
和6•当时都不趋于零，但这级数在一个任意小的区间中的 
无穷多个《值上可_收敛. 

在 Stefces 和 Seidel 引进了一致收敛的概念之后， Fourier 级 
數收敛的性质进一步受到人们的注意.从 Diriohlet 时期以来，人 
们已经知道，级数纵然收敛,一般也只是条件收敛，并且知道，级数 
的收敛性依_于正项和负项出现的情况. Heine 在1870年的一 
篇论文 ( 〜中指出， i ■界函数 /(*) 可以唯一地表示成在[一 上 

. 的一个三角级数这一结论 ，通常采用的 证明是不完全的,因为级数 



可能不致收敛，因此不能逐项积分.这就使人联想到还可能存 
在非一致收敛的三角级数，而它又确实表示一个函数.而且，一个 
连续函数有可能表成 Fourier 或数，而这个级数可以不一致收敛. 
这些问题引起了一系列新的研究，企图建立用三角级数表示一个 
函数的唯一性以及研究其系数是否一定•是 Foiirier 系数. Heine 
在前面提到的论文中证明了，满足 Diriohlet 条件的有界函数的 
Fourier 级数， 在区间[-%刎中去掉函数间断成的任意小邻域后 
剩下的部分上，是一致收敛的.而在这些邻域中，收敛一定是不一 
致的.然后 Heine 证明： 如果表示一个函数的三角级数具有上述 
的一致收敛性,那么级数是唯一的 • 

关于唯一性的第二个结果，等价于下述 陈述： 如果形如 
(5) -^-4 - ^ (a»cosnaj+6 n siii7Uc) 

的三角级数是一致收敛的,而且在收敛的地方，即除去一个有限点 
集 P 外，都是零，则系数全为零，因而当然在整个 [一％ 刎上级数 
表示零(函数). 

与三角级数和 Fourier 级数的唯一性有关的问题引起了 
Cantor 的兴趣，他研究了 Heine 的工作. Cantor 是从寻找函数 
的三角级数表示的唯一性的判别准则开始他的研究工作初.他证 
明卿 了，当 /(*) 用一个对一切 ® 都收敛的三角级数表示时，就不 
存在同一形式的另一级数，它也对每个®收敛并且代表同一函数 
/(*). 在另一篇论文 <B>> 中，他给出了上述结果的一个更好的证明. 

他证明的唯 v 性定理可以重新叙述为：如果对于一切 * ，有 
— 个收敛的三角级数表示零，则系数叫和心都是>零.后来， 
Cantor 在1«71年的论文中证明了，即使在有限 个/值 上不收 
敛这结论仍旧 成立. 这是 Cantor 论述®的例外值集合 （set <rf 



«oe P tional values) 的一系列论文中的 f— 篇.他把唯一性的结 
果推广到允许例外值是无穷集的情形/为了描述这种集合，他 
首先定义，一个点 P 是一个点集 S 的极限点，如果包含 P 点的每 
—区间都包含 S 的无穷多个点.然后他引进了点集的导集的概 
念，它是由原点集的全部极限点构成的.于是就有第二导集，即 
导集沾导集，等等.如果一个给定集合的第《个导集是一个有限 
点集,那么就说该给定集合是属于第《类的或第《阶的(或者说属 
于第一种的).关于一个函歎在区间 [_», 刎上能否有两个不同 
的三角级数表示，或者零是否可以有非零的 Fourier 表余的问應， 
Cantor 最终的回 答是： 如果在该区间上除去第一种点集外（在这 
些点上级数的性质什么也不知道)，对于一 切®, 三角级数之和为 
零,则级数的所有系数必须为零.在1872年的这篇论文中， Cantor 
莫定了点集论的基础，我们将在后一章中讨论.在十九世纪末和 
二十世纪初有许多别的数学家从事于唯一性问题的研究. (81> 

在 Diriohlet 的研究工作之后的大约五十年中间,人们都相信 
在[一 A W ] 上的任何一个连续函数的 Fourier 级数都收敛到该函 
数.但是 Du Bois-Reymond<«> 给出了 （_ 眾， w) 上的一个连续函 
数，其 Fourier 级数在一个特定点上并不收敛的例子.他还选了另 
—个连续函数，其 Fourier 级数在一个到处稠密的点集上不收敛. 
在1875年〜> 他证明了，如果形如 



的三角级数在[一 d 中收敛到 /(*), 而且如果 /(*) 是可积的 
(比 Riemaim 意义更一般意义下的可积性，即/⑻可以在第一种 
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集合上无界)，则该级数一定是 /(*) 的 Fourier 级数.他还证明 
了,_任一 Riemaim 可积函数的 Fourier 级數，即使不是一致收 
敛的,也可以逐项积分. 

其后有许多数学家从事于早巳为 DirioMet 用一种方法回答 
了的问題的研究，这个问题就是，要给出函数 /(*) 具有收敛到/0) 
的 Fouriei: 级数的充分条件.有几个结果是经典的. Jordan 用他 
所引进的有界变差函数的概念给了一个充分条件. <65> 令/⑻在 
[«， 6] 上有界，又令《=%»!,•••, 如=6是这个区间的一种 

分划.令!/。，仍 ，…， y”u 办是 /0)在这些点上的值.则对每一 
个分划 



令* 表示 S \yr^l-yr\. 

对 [<*, 6] 的每一种细分方式有一个 <. 当对应 f [«， J] 的所有划分 
方式，和数《有一个上界时，则/就定义为在 [a, 6] 上是有界变差 
的. 

Jordan 的充分条件说 的是： 可积函数 /(®) 的 Fourier 级数在 
那样一些点上收敛到 、 

y[/(*+0)+/(*-0)], 

这些点各有一个邻域,使 /(*) 在该邻域中是有界变差的. (#6> 

在1860年代和1870年代数学家们还考察了 Fourier 系数的 
性质,在所得到的许多重要结果中,有一个就是所谓的 Parseval 定 
理 （Parseval 是在限制更严的条件卞叙述这个定理的，见第29章 
第3节)，根据这个定理，如果 /(*) 和 [/(*)]* 是在 [一〜 d 上 

(64) Math. Aim., 22, 1883, 260〜 268. 

(65) Comp. Bend., 92, 1881, 228^230-CEuvres, 4, 393,395 和 Cours d'ancHyx, 


Ri^mann 可积的，则 


第40章分析中注入严密性， 


而且如果 /(*) 和〆*)及其平方 Riemann 可积，则 

•|}*/(^)^(*)^ =2ooao +^(.a n a n +bM, 
其中如，心和 〜， A* 分别是 /(*) 和夕 (*) 的 Fourier 系数. 


7. 分析的状况 

Bolzano, Oanohy, Weierstrass 和其他人的工作给分析提供 
了严密性.这些工作把微积分及其推广从对几何概念、运动和直 
觉了解的完全依赖中解放出来.这些研究一开始就造成了巨大的 
轰动.在一次科学会议上， Cauohy 提出了级数收敛性的理论，会 
后 Laplace 急忙赶回家并隐居起来，直到他査完他的《天体力学> 
中所用到的级数.幸亏书中用到的每一个级 
数都是收敛的.当胃 eierstraae 的工作通过他的讲演为人们所知 
道时，其影响甚至更为显著.把 Jordan 的《分析教程》(0_ 
d^amlyie) 第一版 （1882 〜 188T> 同第二版 (1893 〜1896)、第三版 
(3 卷，190»〜 1915) 进行比较，就可以看出严密性的改进.许多其 
它的专题论文体现了新的严密性. 

分析的严密化并不证明就是基础研究的终结.首先，所有的 
研究工作实际上都是以承认实数系为先决条件的，而实数系仍然 
是没有条理的.我们将看到 Weierstrass 在1840年代里就考虑了 
无理数的问题，除他之外所有其他的人都认为没^ •必 要去研究数 
系的逻辑基础.看来即使是最大的数学彖们都必须逐步发挥他们 
的才智方能够了解严密性的需要.关于实数系的逻辑基础方面的 
工作不久就跟着开展起来了 (见第41章). 



7. 分析的状况 33 IV 

连续函数可以没有导数，不连续函数可以积分，这些发现，以 
及由 Diriohlet 和 Riemann 关于 Fourier 级数方面的工作清楚地 
显示了对不连续函数的新的见解，还有对函数的间断性的种类和 
程度的研究,使数学家们认识到，函数的精确研究扩充了微积分中 
以及分析的通常分支中用到的函数，在这些分支中可微性的要求 
通常限制了函数类.对函数的研究在二十世纪继续班行着，结果、 
产生了数学的一个新分支，就是所谓的实变函数论(见第44章). 

和数学中的一切新运动一样，分析的严密化不是没有遭到反 
对.关于是否应该从事分析的改进就有许多争论.引进来的独特 
的函数被攻击为奇怪而无意义的函数,古怪的函数，也许比较复杂 
却也不比幻方更重要的数学游戏.这些函数还被看作是一种变态 
或是函数的不健康部分，而且还被认为在纯粹和应用数学的重要 
问题中是不会出现的.违反了公认为是完美的法则的这些新的函 









过去人们为了一个实际的目的而创造一个新的函 
. 数； 今天人们为了说明先辈在推理方面的不足而故意造 
出这些函数来，而从这些函数所能推出来的东西也就是 
仅此而已. 

Charles Hermite 在给 Siieltjes 的一封信 中说： “我怀着惊恐 
的心情对不可导函数的令人痛惜的祸害感到厌恶 

DuBoi8*Reymcmd< M) 表达了另一种不同的意见.他担心分析 
的算术化会使分析和几何从而也和直现以及物理思考脱离开，这 
就使分析变成一种“简单的符号游戏,在那里所写下的符号具有在 
国际象棋和纸牌游戏中的棋子所具有的任意意义 . ” 

Abel 和 Oauohy 明显地排除发散级数引起了最大的争论. 
Abel 在1826年写给 Holmboe 的信中说 <89> : 

" 发散级数是魔鬼的发明.把不管什么样的任何证明建立 
在发 t 级数的基础之上都是一种耻辱.利用发散级数人 
们想要什么结论就可以得到什么结论/而这也是为什么- 
发微级 数巳经产生了如此多'的谬论和悖论的原因……对 
所有这一切我变得异常关心，因为除几何级数外，在全部 
数学中曾被严格地确定出和的单个无穷级数是不存在 
的.换句话说，数学中最重要的事情也就是那些具有最 
小基础的事情 

但是 Abel 表示了某种担心，即这样一来是否忽视了一种好的思 
想，因为他在信中继续 写道: “尽管这种级数是令人非常惊奇的，但 
它们中的大多数都是正确的.我正试图为这种正确性寻找理由； 



问题,而且事实上他最终是接近于认识到这个原因的(第47章). 

法国数学家采纳了 Cnuohy 的排除发散级数的做法.但是英 
国和德国的数学家没有这样做.在英国，剑桥学派求助于形式的 
永恒性原理 (the prinoiple of permanence of form), 为使用发散 
级数辩护(第 32 章第 1 节).对于发散级数，这个形式的永恒性原 
理首先是由 Robert Woodhoiose (1773-1827) 使用的.在《解析 
计算原理》 {The Priwi^ea of Analytic Cdculation) (1803, p. 3) 
中他指出，在方程 

(6) - l+ r +r*+ … 

中,等号比之只表示数值上相等,具有“更广泛的意义 . ”因此无论 
这个级数发散或收敛,方程 (6) 都成立. 

Peaoook 也应用形式的永恒性原理对发散级数进行运算 (n> . 
在第267页上他说，“这样，因为对于 r<l, 上面的 (6) 式成立，于 
是对于 r-1 我们就真的得到了 oo = l+l+ ….对于 r>l, 我们 
在左边得到一个负数，而由于在右端的项不断增大，故右端比~更 
大这就是接受的结论.他试图确立的论 点是： 对于一 
切 r , 级数都能代表他说， 

(70) Mem.des sav. etrangors, 1,1827, 3~312;见 QSnvres, ⑴，1, 238, 277, 286. 





如果认为代数运算是一般的，而且认为服从这种运算的 

符号在数值上没有限制，那末想要回避发散级数的形成 

就和回避收敛级数的形成一样都是不可能的> 而且如果 

先不谈这种级数本身，而把这种级数看做是一些可定义 

的运算的结果，那么检查相继項的数值之间的关系就不 
是太重要的事情了，虽然在断定级数收敛或发散时这样 
做或许是必 要的； 因为在这些情形下，必须认为这些级数 
是它们的母函数的等价形式，就这些运算的目的来说，可 
以认为它们具有等价的性质…… . 企图在符号运算中排 
斥使用发散级数，必将对代数公式和运算的普遍性强加 
上一种限制，这是•完全违反科学糌神的……,这样做必 
将导致如下的大量而又麻烦的 情形： 几乎所有的代数运 
算所具有的大部分确定性和简单性都被剥夺了. 

Augustus De Morgan 虽然比 Peaoook 更准确更有意识系知 
谊发散级数中的困难,然而他还是在英国学派的影响之下,而且从 
他不顾这些困难而使用发散级数所得到的一些结果也给人这样的 
印象.1844年他在一篇尖锐但混乱的论文《发散级数》 (72) 中以这 
样的话 开始： “我相信本文的标题一般是可以接受的，这个标题描 
述了还保留着初等性质(特征>的仅有的主题,在这方面,关于结馬 
的绝对正确或错误，数学家之间存在着严重的分歧 .”De Morgan 
的这种见解，他早在他的《镦分和积分计算 》 (JUfferrnm md 
Integral Caukus)^ 中就已经宣 布了： “代数的历史向我们表明, 
没有什么事情是比排斥自然出现的方法更没有根据了，排斥这种 
方法的理由是在一个或 JL 个显然正确的情形中由于使用了这种方 
法而导致错误的结论.这就告诫我们要小心使用但不应该拒绝这 










种方法；如果宁愿拒绝而不是小心使用的话，那么负量，尤其是它 
的平方根，就会成为代数进步的 k 个有力的障碍……而且甚至发 
散级数的拒绝者们所毫不担心地涉及的那些巨大的分析领域也就 
不会有那么多发现，更会炔少优美而永久的发现……我在反对一 
本在我看来是故意终止发现的进展的教科书时，所采取的座右铭 
包含在一个词和一个符号中一记住”他区分一个级数的 
算术意冬和代数意义.代数意义在一切佾况卞总成立.为了解释 
由于使用发散级数而造成的某些错误结论,他在1844年的论文中 
(P. 187) 说，积分法是一个算术运算而不是一个代数运算，因此在 
没有对发散级数进行进一步思考的时候不能对它进行积分.但 
是从 y*=l+r y 出发，并在右端用 1+ry 去代替％并这样不断地 
做下去而导出的 

= 1 + r+r *+-, 

却因为它是代数的而为 Morgan 所接受.类似地，从*-1+2 !? 得 
到卜1+2+4+…….因此 一1-1+2+4+ …也辱对的.他接受那 
个时代的三角级数的全部理论,但如果有人给出一个 1-1+1-1 
+…不等于4的例子(见第20章)，他就会要拒绝这种理论. 

为了采用发散级数，另外有许多杰出的英国数学家给出了其 
它种种辩护，有些辩护回到了 N. Bernoulli 的一种论证(第20章 
第7节)，即&数⑹包含一个余项广或 1 ^.这是必须考虑 
到的(虽然他们没有指出怎样考虑).另外一些数学家说一个发散 
级数代数上是真的而算术上是假的. ' 

菜呰德国数学家用的是和 Peacock 一样的论证，虽然他们用 
的是不同的言词,诸如语法的运算是和算术的运算相对立的，或说 
. 文字的运算和数字的运算是对立的. Martin Ohm< w >^ : “用一个 





:敛时人们才能说一个无穷级数的值.”在德国拥 
:,持续进行了几十年. 


虽然为了级数的利益而提出的许多论证或许是牵强附会的， 

但是为使用发散级数所作的辩护却远非表面看来那样愚蠢.首 

先,在整个十八世纪的分析中很少注意严密性或证明,而且因为所 

得到的结论几乎总是正确的，这样做是可以接受的.因此数学家 

们就变得习惯于不严密的程序和论证.更确当些，可以说许多概 

念和运算，例如复数，曾经造成困窘，但在被充分了解之后仍被证 

明是正确的.因此数学家们就想到，当人们获得了对发散级数的 
~个比较好的了解时，使用发散级数的困难也将会得到澄清，因而 
发散级数也将被证明为合法的.此外对发散级数进行运算，常.常 
与分析中其他几乎没有弄懂的运算一诸如交换极限次序、不连 
续函数的积分和无穷区间上的积分——混在一起 r 这就使发_级 
数的捍卫者们能以坚持把由于用了发散级数而造成的错误结<论归- 
咎于别的困难的原因. 

也许已经提出的一种论证是：当一个解析函数在某个区域内 
表示成一个寒级数时 (Weierstrass 把它叫做一个元素)，这个级数 
确实具有函数的“代数的”或“语法的”性质，而且在超出元素的收 
敛区域时仍然有这种性质.解析开拓的程序就用了这一事实.实 
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实数和超限数的基础 



1.引 言 

数学史上最使人惊奇的事实之一，是实数系的逻辑基础竟迟 












.建立数系基础的另一个动机，是想要保证数学的真实性.非 
欧几何创造后的一个后 果是： 几何 失去了 它的真实身份(第36章 
第8 节)； 但是在通常算术基础上建立的数学，仍被认为在某种哲 



重复了这样的断言 :只有 算术的定律才是必要而又真实的.可是, 


足以排除对于算术的真实性以及建立在箅术基础上的代数和分析 


的真实性的任何怀疑的数系基础,还是没有建立起来. 


十分值得注意的是，在数学家们领会到数系本身必须加以剖 


这样的事实,即人们可以用文字来代表实数与复数,而且竟可以俠 • 
用关于正整数的那些被认为正确的性质来对文字进杇运算.对于 
Peacock, De Morgan 和 Dunoan Gregory 来说,十九世纪初叶的 
代数只是一些操作规程的巧妙而朴素的复合，它具有节奏但很少 
理由;在他们看来，当时的含糊不淸的原因在于代数基础的不完 
善.赛们 B 经看到这些人是怎样处理这个问題的（第32章第1 
节).十九世纪后叶的人们认识到，为了分析 fV 应当更深入地考 
究，并把整个实数系的结构搞淸楚.作为一个副产品，他们也就得 
到了代数的逻辑结构,因为不同类型的数具有相同形式的性质，这 
在直观上是早已清楚的.所以，如果他们能够在牢固的基础上建 
立起这些性质，他们也就能够把这些性质运用到代表这些数的文 


(1) Werke, 8, 177. 

(2) Werhe.S, 201. 





2 . 代数数与超越数 

十九世纪中叶,关于代数无理数与超越无理数的工作，是朝着 
更好地了解无理数的方向跨进的一步.代数无理数与超越无理数 
之间的区别在十九世纪已经完成了（第25章第1节).对于这个 
区别的兴趣通过十九世纪关于方程的解的工作而大大提高了，因 
为这个工作揭示了这样的 事实： 并不是所有的代数无理数都可以 
通过对有理数进行代数运算而得到.再则，关于《和 * 究竞是代 
数数还是超越数的问题，继续吸引着数学家们的兴趣. 

直到1844年前，是否存在任何超越数的问题还没有解决，在 
这一年， Ii 0U yill e < s > 证明下述形式的任何一个数都是超 越数： 

|+泰+奋+…， 

其中叫是从0到9的任意整数. 

要证明上述緣论， Liouville 先证明了几个关于用有理数逼近 
代数无理数的定理.根据定义(第25章第1节) ，一 个代数数是满 
足代数方程 

的任何一个实数或复数，其中你都是整数.一个根叫做《次代数 
数，是指它满足一个 n 次方程，但不满足低于《次的方程.有些代 
数数是有理数,它们都是一次的. Liopville 证明，如果 p/g 是一 
个 n 次代数无理数 * 的任一 近似值，则存在一个正数尨使 

K 卜 f 

这里 P 与是整数.这表明，对于一个 w 次代数无理数的任一 
有理逼近 P/9, 其精度必定达不到财 /#. 换句话说，如果 * 是一 
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个《次代数无理数,则必存在一个正数及使不等式 

当时无整数解 P 与 g>l, 从而当私<»时亦然.因此，对于 
一个固定的龙，如果上述不等式对每一个正整数 m 都有解 P/ 分， 
则 * 是超越数. Liouville 证明他的那些无理数是满足上述最后 
的条件的，从而就证明了他的那些数都是超越数. 

在识别特殊的超越数方面，其次跨进的一大步是1873年 
Hermite 关于《是超越数的证明⑷.在得到这个结果以后, Hermite 
写给 Carl Wilhelm Borohardt (1817 〜 1880) 说，“我不敢去试着 
证明 k 的超越性.如果其他人承担这项工作，对于他们的成功没 
有比我再髙兴的人了，但请相信我，我亲爱的朋友，这决不会不使 
他们花去一些力气 

Legendre 早曾猜测是超越的(第25章第1节). Ferdinand 




3. 无理败的理论 


关于一个基本的常数仍是一个谜. Euler 常数(第20章第4 
节） 

C 一 lim (1+ 去 + …4■去一 In r »)， 

近似地是0.677216,它在分析中，特别在尸函数与 C 函数的研究 
中，起着重要作用，却至今不知道它是有理数还是无理数. 


3. 无理败的理论 

实数系的逻辑结构问埋为十九世纪启叶所正视.无理数被认 
为是 i 要难点.-然而无理数的意义与性质的发-预先假定了有理 
数系的建立.对无理数理论的不同的贡献者来 k， 或则认为有理 
数已为众所确认,无需什么基础,或则只给出一些匆促而临时应付 
的方案. 

足够奇怪的是，无理数理论的建立，除了一个新的观点外，并 
不需要什么别的新的思想. Eudid 在 Eremeni* 第五卷中处理度 
量的无公度比时，曾对这种比规定了等与不等.他的等式的定义 
(第4章第5节)相当于把有理数分成两类,一类中的 m/n 是 
小于度董与 6. 的无公度比另一类中的 m /« 是大于- 
Euclid 的逻辑诚然是有缺陷的，因为他根本没有定义一个不可公 
度的比.再则， Euclid 关于比的理论的发展，两个无公度比的相 
等，只是在几何上可以适用.尽管如此，他确已具有可以及早用来 
定义无理数的基本思想了.实际上， iWekind 确实利用了 Euclid 
的工作，并且明白承认了这一点. w Weierstrass 也可能为 Euclid 
的理论所引导.然而，后知总是比先见容易.因此容易解释，为什 
么 Euclid 思想的重新构型的利用竟延迟了很久.负数必须全部 
被认可,然后才能使整个有理数系成为可用.再则,无理数理论的 


(•3) Essrys , f. 40. 
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需要必须被觉察到，而这只有当分析的算术化已经进行到相当程 
度之后才会发生. 

在1833年与1835年,于爱尔兰皇家学会上宣读的两篇论文， 
并以《代数学作为纯时间的科学 》(Algebra as the Soienoe of Pure 
Time) 为题发表的文章中， William R. Hamilton 提出了无理数 
的第一、个处理. (7> 他把他关于有理数与无理数全体的概念放在时 
间的基础上,对苄数学来说，这个基础是不能令人满意的（虽然 
Kant 的许多追随者都认为，这是一个基本的直观).在提出有理 
数的理论之后,他引进了把有理数分成两类的思想(这个思想将在 
联系到 Dedekind 的工作时更充分地描述)，并把这样一个划分用 
来定义一个无理数.但他并没有完成这个 工作. 

除了上述未完成的土作而外,所有在 Weierstra^s 之前引进无 
理数的人都采用了这样的概念，即无理数是一个以有理数为项的 
无穷序列的极限.但是这个极限，假如是无理数，在逻辑上是不存 
在的,除非无理数已经有了定义. 指出： 这个逻辑上的错 
误，由于没有引起后继的困难，所以在相当时间内没有被发觉•从 
1869年开始的在柏林的讲演中， Weierstrass 认识到无理数理论 
的需要，并给出了一个理论•由 H. Kosaak 出版的《箅术基本原 
理》 {Die Ehmenteder Arithmetik , 1872), 声称要发表这个理论， 
但被 Welerstrass 否定了. 

在1869年 Charles M6ray (1836 〜 1911), 作为数学算术化的 
革新者以及 Weierstrass 的法国对等人物,在有理數的基础上给出 
了无理数的一个定义. (9> Georg Cantor 也给出了一个理论，并用 
它来澄清他关于点集的思想，这点集是他在1871年研究 Fourier 


的理论和 Dedekind 的理论分别在《数学杂志*> {Jwrml fwr 
Jlfa 认 ma 秘) ⑽与 《连续性与无 理数》 (Stetigieit md wratwmle 
力^^^两 个出版物上发表了. 

无理数的各种理论在实质上是十分类似的；因此我们只限于 
给出 Cantor 与 Dedekind 的理论的一些说明. Oantor^> 是从有 
理数出#的.在他的1883年的文章⑽中，他说 (565 页）已经没有 
必要去讨论有理数，因为这方面的工作已经由 Hermann Gras^ 
mann 在他的《算术教 Arithmetik ) (1861) 和 J. 
H. T. Muller(1797 〜 1862) 在他的 《一般 算术教本》 {Lehrbuch der 
aUgemeimen Arithmetik , 1865) 中完成了.实际上,这些工作并没 
有证实是明确的. Cantor 在那篇文章中给出了他的无理数理论 
的较详细的内容.他引进了一个新的数类,叫做实数，它包含有理 
数与无理数.他从有理数序列开始，这种序列满足如下巧条 件:对 
于任何一个给定的正有理数 e>0, 序列中除去有限个项 k 外，彼 
此相差都小于 s, 亦即对于任意的正整数 m —致地有 
Mm («»+»—«») =0 

成立.这样的序列他叫做基本序列.每一个这样的序列定义为一 
个实歎，可用6来表示.两个这祥的序列(各）与久）是词一个实 
数当且仅当 | 知一在 v 趋向于无穷时趋向于零. 

对于这样的序列有三种可能的状态出现.给定任何一个正的 
有理数,序列中的项只要对应的 v 充分大,其绝对值就小于这个给 
定的数 V. 或者,从萆一个〃以后,序列中对应的项都大于某一固定 
的正有 理数内 或者，从某一个 P 以后，序列中对应的项都 小于萆 
一固定的负有理数一在第一种情形 6=0*, 在第二种情形6>0； 



在第三种情形 b <0. 

如果(《，)与 (4) 是两个基本序列,记作&与V,可以证明(《,士 
4) 与 （屯 •《〔）都是基本序列，就分别定义为&土V与6_匕再则， 

若6¥*0，则除有限项外，序列 （4/4) 也是一个基本序列，就定义 
为 

有理的实数包含在上述实数的定义之内；因为任一序列(心)， 

其中每个 〜都等 于同一有理数 a, 就定义出这有理的实数《. 

现在可以定义任何两个实数的等与不等.实际上 & — K b>V 
或 6<6 f 是按照等于0,大于0或小于0而规定的. 

以下的定理是重要的. Cantor 证明，若 (6,) 是任一实数序 • 
列(有理实数或无理实数)，又若对于任意的正整数从一致地 

都有 Um(6, +M -6,)-0 成立,则必存在唯一的一个实数&,它被一 

个由有 S 数〜构成的基本序列00所确定，使得 ' • 

这表明，由实数构成的基本序列并不需要任何更新的类型的数来 
充当它的极限 ,• 因为已经存在的实数已足够提供其极限了.换句 
话说，从给基本序列（也就是满足 Cauoliy 收敛准则的序列）提 ft 
极限的观点来说,实数系是一个完备系. 

DedeMnd 的无理数理论，发表在上面已提到过的他的1872 

年的书中，但他的思想来源却回溯到1858年.那时需要他开微积 

分的课程,而他理解到实数系还没有逻辑基础.为要证明单调增加 
的有界变量趋向于一个极限，他就象其他的作者一样,不得不借助 
于几何直观(他说，在微积分的初步中仍旧适宜于这样做，特别是 
对于那些不愿意花很多时间的人).再则,许多基本的算术定理都 
没有得到证明.他举了这样的事实，即等式^还 
没有严格地证明过. 

他接着声明,他预先假定有理数的发展,只对、有理数作概括的 





讨论.为要达到对无理数的认识，他先提出什么叫做几何的连续 
性.当时的和早些时候的思想家一例如 Bolzano- 相信所谓连 
续就是在任两数之间至少存在一个另外的数.这一性质现在知道 
是稠密性.但是有理 k 本身就形成一个稠密集，因此稠密性不是 
连续性. 

De<i e ldnd 是在直线划分的启发下来定义无理数的.他注意 
到把直线上的点划分成两类，使一类中的每一个点位于另一类中 
每一个点的左方，就必有 一个且只有一 个点产生这个 划分. 这一 
事实使得直线是连续的.对于直线来说，这是一个公理.他把这 
个思想运用到数系上来. Dedekind 说，让我们考虑任何一个把有 
理数系分成两类的划分，它使得第一类中的任一数小于第二类中 
的任一数.有理数系的这样一个划分他叫做一个分割如 
果用^^与么*表示这两类，则 (4, 2 2 )表示这分割.在一些分割 
中，或者有个最大的数，或者有个最小的数；这样的而且只 
有这样的分割是由一个$理数确定的. 

但是存在着不是由_理数确定的分割.假如我们把所有的负 
有理数以及非负的且平方小于2的有理数放在第一类，把剩下的 
有理数放在第二类，则这个分割就不是由有理数确定的.通过每一 
个这样的分涵，“我们创造出一个新的无理数《来，它是完全由这 
个分割确定的.我们说,这 个数* 对应于这个分割，或产生这个分 
割.”从而对应于每一个分割存在唯一的一个有理数或无理数. 

Dedekind 在引进无理数时所用的语言，留下一些不完善的地 
方.他说无理数《对应于这个分割，又为这坤割所定义.但他没有 
说清楚《•是从那儿来的.他应当说,无理数《不过就是这一个 分割. 
事实上， Heinrioh Weber 告诉过 Dedekind 这一点，而 Dedekind 
在1888年的一封信中却回答说,无理数 a 并不是分割丰身而是某 
些不同的东西，它对应于这个分割而且产生这个分割.同样，虽然 
有理数产生分割，它和分割冓不一 样的. 他说，我们有创造这种概 



念的脑力. 

他接着给出一个分割0^ 小于或大于另一分割(成，及0 
的定义.在定义了不等关系之后,他指出实数具有三个可以证明的 
性质： ⑴若《>泠且 i8>y, 则心 y. (2)*«与7是两个不同的 
实数，则存在着无穷多个不同的数位于《与7之间.（3)若《是任 
一实数,则实数全体可以分成两类与2 2 ,每一类含有无穷多个 
实数中的每一个数都小于《，而中的每一个数都大于《,数 
a 本身可以指定在任一类.实数类现在就具有连埃性，他把这个 
性质表，达 为： 如果实数全体的集合被划分成 A 与丄两类，使央 
中的每一个数小于中所有的数，则必有一个且只有一个败《产 
生这个划分. 

他接着定义实数的运算.分割 (4, 為)与(或，爲)的加法是 
这样定义 的：设 C 是任一有理数，如果有如属于~属于禺， 
使我扪就把0放在类认中.所有其他的有理数都 
放在类0 3 中.这两类数仏与仏构成一个分割(认，因为 
Oi 中的每一个数小于0 2 中的每一个数.这个分割⑼， o s ) 就是 
Oii, il a ) 与 （馬， _B a ) 的和.他说，其它运算可以类似 地定/ .他 
现在就能够建立加法和乘法的结合与交换等性质.虽然 Dedekind 
的无理数理论，经过上面指出的一些少量修改之后,是完全符合逻 
_辑的，但 Cantor 认为分割在分析中出现并不自然而加以枇评. 
除以上运到的或描述的而外，关于无理数理论还有另外一些 

工作.例如 WalHs 在1696年曾把有理数与循环小数等同起来. 

Otto Stolz(I842~1905) 在他的《—般算术教程》 ( Vorlesmgm vber 

allgenieim 中证明了,每一个无理数可以表达成不 

循环小数,因而这个事实可以用来定义无理数. 

从这些不同的处理，可以明显地看出，无理数的逻辑定义是頗 
有些不自然的.从逻辑上看,一个无理数不是简单的一个符号，或 


(14) 1886,1,109 〜 119. 








—对符号，象两个整数的比那样,而是一个无穷的集合，如 Cantor 
的基本序列或 Dedekind 的分割.逻辑地定义出来的无理数是一 
个智慧的怪物.我们可以理系，为什么希腊人和许多后继的数学 
家都觉得,这样的数难以举握. 

数学的进展并没有博得普遍的赞许. Hermann Hankel, 他 
自己是有理数逻辑理论的创始人，却反对无理数的理论 ae> :“ 没有 
[几何的]度量的概念，形式地去处理无理数的每一个尝试，必然导 
致最玄奥的和麻烦的人工做作,它们是不会有较高的科学价值的， 
即使它们能够被完全严密地进行到底的话，何况对此我们完全有 
权怀疑 . 


4. 有理数的理论 

为数系建立基础的下一步是关于有理数的定义及其性质的推 
演.如上所述，在这方向上的一两个尝试是先于无理数方面的工 
作的.大多数在有理数方面工作的人都假定普通整数的本质与属 
性是己知的,并认为问题在于逻辑地建立负数和分数. 

第一个这样的努力是由 Martin Ohm (1792 〜 1872) 作出的. 
他是柏林的教授，物理学家 Georg Simon Ohm 的弟弟.他在他 
的《数学的一个完备相容系的研究 》 {Vermch ernes voUkammen 
conseguenten Systems der Mathematik, 1822) 中作出 了这个努力. 
后来 Weierstra* 在1860.年间的讲演中，从自然数导出了有理数. 
他引进正有理数作为一对自然数，负整数作为另一类型的自然数 
偶，而负有理数作为一对正负整数. Peano 独立地使用了这个思 
想，我们将联系他的工作在以后作较详细的介绍. Weierstrass 没 
有意识到有必要去澄清整数的逻辑.实际上他的有理数理论也没 
有免除困难.然而从1859年以后，在他的讲演中已正确地 肯定： 







只要承认了自然数，建立实数就不再窬要进一步的公理了. 

建立有理数系的关键问题，在于采取一些步骤来构造普通整 
数的基础并确立整数的性质.在那些从事于整数理论工作的人们 
中，有少数人相信，象自然数这样基本的东西，已不可能再加以逻 
辑分析了. Krcmeoker 就是坚持这样的观点的.他之所以如邱， 
是出 f 哲学上的考虑，关于这些我们将在以后更深入路讨论. 
Zroneoker 也愿意把分析算术化，也就是把分析建立在整数的基 
础上； 但他认为人对于整数的知识，除了直接承认以外，不能再倣 
什么了.人对于这些知识有着基本的直观.他说“上帝创造了整 
数,其它一切都是人造的 

Dedekind 在他的《数的性质与意义》(_* mdurndwat toUen 
的著作中给出了一个整数理论.这个著作写作时间 
是从1872年到1878年,虽然发表的时间是1888年.他用了集合 
论的思想，这个思想在那时 Cantor 早已领先，而且不久就被认为 
有很大的重要性.但无论如何， Dedekind 的处理过于复杂，以致 
得不到多大的注意. 

对于整数的处理，最能适合十九世纪后叶的公理化倾向的，是 
整个用一组公理来引进整数.利用 Dedekind 在上面提到的著作 
中所获得的结果， Giuseppe Peano (1868 〜 1932) 在他的《算术原 
理新方 Principia Nova Methodo Expogita,, 1889) 
中 <17> , 首先完成了这个工作.由于 Peam> 的处理已被广泛使用， 
我们将介绍它. 

Peano 用了许多符号，目的在使椎理干净利落.例如€表示 
厲于； 3表示 包含； 表示自然 数类； 表示后继于 a 的下一 
个自然数. Peaiio 在他的所有数学表达中，都采用这些符号.他 



他被迫辞去他在 Turin 大学的教授职位. 

虽然 feano 的工作影响到符号逻辑的进一步发展，以及后来 
由 Frege 与 Bussell 发起的把败学建筑在逻辑上的运动，但他的工 
作必须与 Frege 和 Bussell 的工作区分开来， Peano 并不要把数 
学建立在逻辑上.对于他，逻辑只是数学的仆人. 

Peano 从不经定义的“集合”，“自然数”，“后继者”与“厲于”等 
柢念出发(参见第42章第2节).他关于自然数的五个公理是 

(1) 1是一个自然数. 

(2) 1不是任何其它自然&的后继者. 

(3) 每一个 肖然数 《都有一个后继者. 

(4) 如果《与6的后继者相等，则《与6也相等. 

.(5) 若一个由自然数组成的集合 S 含有1,又若当汉含有任 
一数《时，它一定也含有《的后继者，则 S 就含有全部自然数. 
这最后一个公理就是败学归纳法公理. 

Peano 采取了关于相等的自反、对称和传递公理.这就是 
若<»=6,则若 a=6 且贝! I «» = c. 他用如下的 
叙述来定义 加法： 对于每一对自然數《与6,有唯一的和存 
在，使 

«+ 1 =<*+, 

. o+ (6+) = (a-f6) + . 

同样地，他用如下的说法来定义 乘法： 对于每一对自然数 a 与6, 
有唯一的积存在，使 



从自然数及其性质出发,可以直接定义负整数与有理数，并建 
立其性质.我们可以先定义正的与负的整数作为新的一类数，它 
们每一个是一对有序的自然数.这样 &) 就是一个整数，其中《 
与6是自然数 .（a, 6) 的直观意义是 a —从而当 a>b Ht, (a, b) 
躭是通常的正整数，而当时， （《, 6) 就是通常的负整数.适 
当地制定加法与乘法运算的定义，就可以导出正负整数的通常的 
性质. 

有了整数，场:可以通过有序的整数对来引进有理数.即若2 
与 S 是整数，有序对 C4, B) 就是一个有理数.直观地说，04, J5) 
就是 4/B. 适当地制定关于这种数对的加法与乘法运算的定义， 
就可以导出有理数的通常的性质. 

所以,一旦对于自然数的逻辑处理完成之后,建立实数系的基 
础问题就完备了.正如我们已经注意到的，一般说来，从事于无理 
数理论工作的人们 ，总 是假定对有理数已经彻底了解，因而可以承 
认它们，或者稍镦作出一些澄淸它们的姿态.在 Hamilton 把复 
数建立于实数基础上之后,在用有理数定义了无理数之后,这最后 
一类——有理数——的逻辑终于创立起来了，这个历史顺序实质 
上与需要用来建立复数系的逻辑顺序恰好相反. 




可靠.在我们陈述他的理由之前,我们先看一看他的公理. <18> 
他介绍了不定义的词和用6, c 代表的数之后，给出了下列 


连接公理 

从数 a 与6经过加法产生一个确定的数 c ; 用符号表出 
便是 

a +6 -o 或 o^a+b. 

若《与6是给定的两数，则存在唯一的一个数*与唯一的 
一个数 y , 使 

a+x-b 与 y+a=b. 

存在一个确定的数，记为 > 使对每一个 a 都有 
fl + O—a 与 O ’+ a - a , 

从数 a 与数6经过另一方法，乘法，产生一个确定的数 c , 
用符号表出便是 . 

oft—c 或 c—ab^ 

若 a 与6是任意给定的两数，且 a 不是0,则存在唯一的一 
个数*与唯一的一个数 y , 使 

ax=b 与 ya=b m 

存在一个确定的数,记为1,使对每一个都有 
a . l—a 与 l.a = a . 


运算公理 

o+(ft+o) = (o+6)+o. 
a+b^b+a. I • 

a(bc)~ (ab\c, 

Jahres. dm Deut. Math.-Verevn., 8, 1899,180 〜 184; 这文章不在 Hilbert 的 
Geadmmelte 中. 见于他的 Grtmdlagen der Geometrie, 第七版， 




II« «(6+c) —ab+ac. 

II 5 (a+b)c=ac+bc. 

II« ab — ba, 

III. 项序公理 

nia 若 a 与 6 是任意 两 个不同的数，则其中的一个必大于另一 
个,称后者为小于前者;用符号表出便是 
a>b 与 b<a. 

Ills 若 <»>6与 6>c， 则 a>c. 

His 若《>6,则下述关系 成立： 

o+c>6 十 c 与 c+o>c+6. 

HI* 若 a>b, c>0, 则 ac>6c 与 ca>cb. 

IV. 连续公理 

IVi (Archimedes 公理)若 a>0 与6>0是两个任意的数，则总 
可以把 a 自己相加足够的次数使 
a+a+ —+a>6. 

IV a (完备公理)对于数系，不可能加入任何集合的东西使加入 
后的集合满足前述公理.扼要地说 :数构 成一个对象系，它 
在保持上述公理全部成立的情况 下不能 r 大. 

Hilbert 指出，这些公理并不是互相独立的，有些可¥从另一 
些导出来.他接着肯定,在上述的实数概念下，那些 反对& 限集合 
存在的论点是站不住的.他说，这是因为我们无需去总体地考虑 
所有那些可以用来构成基本序列 （Cantor 的有理数序列）中元素 
的定律全体，我们只需考虑一个封闭的公理系统以及那些可以通 
过有限个逻辑步骒导出来的结论.他确实也指出，这组公理的相 
容性是必须证明的，但只要这一点做到之后，由此定义出来的对 
象，即实数，就在数学的意义下存在了. Hilbert 那时还没有觉察 



尽管有这样的攻击,在广大的数学家们看来，实数系工作的完 
成，解决了它所面对的所有逻辑问 M. 算术、代数与分析至今仍是， 
数学的最广阔的部分，而这部分现在已经有了稳固的 基础. 


6无穷集合的概念 

分析的严密化揭示人们有必要去理解实数集合的结构.为了 







集合论里的中心难点是无穷集合这个概念本身.从希腊时代 
以来，这样的集合很自然地引起数学家们与哲学家幻的注意，而这 
种集合的本质以及看来是矛盾的性质,使得对这种集合的理解，没 
有任何进展. Zeno 的悖论可能是难点的第一个迹象.既不是直 
线的无限可分性，也不是直线作为一个由离散的点构成的无穷集 
.合，足以对运动作出合理的结论. Aristotle 考虑过无穷集合，例如 
整数集合，但他不承认一个无穷的集合可以作为固定的整体而存 
在.对他来说，集合只能是潜在地无穷的 （potentially infinite) 
(第3章第10节). 

Proolus (Euolid 的注释者）注意到圆的一根直径分圆成为两 
半，由于直径有无穷多，所以必有两倍那么多的半圆. Proolus 
说，这在许多人看来是一个矛盾.但他用这样的说法来解决这个 
矛盾, 他说： 任何人只能说很大很大数目的直径或半圆，不能说一 
个实实在在无穷多的直径或半圆.换句话说， Proolus 是接受 
Aristotle 的潜无穷 (potential infinity) 的概念而不接受实无穷 
(actual infinity). 这就回避了两倍无穷大等于一个无穷大的问 
题. 

整个中世纪，关于是否有实实在在无穷多个对象的集合这个 
问题，哲学家们各持一端..这样的事实已被注 意到： 把两个同心 
圆上的点用公共半径联起来，就构成两个圆上的点之间的一一对 
应关系,但一个的周长却比另一个的 
Galileo 与无穷寒合作过斗争，^因 
$它们不可理喻而放弃了.在他的《两 
门新科学 》 {Two New Sciemes) ^英译本 
18 〜 40 页)中，他注意到两个不等长的 
线段与 CZ) 上的点（图 41.1) 可以 
图 411 构成 一一 对应，从而可以想象它们言有 

同样多的点.他又注意到正整数可以和它们的平方构成一一对 
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应，只要把每一个正整数同它的平方对应起来就行了.但这导致 
无穷大的不同的“数量级”， GalUeo 说这是不可 能的： 所有无穷大 
量都一样，不能比较大小. 

Gauss 于1831年七月十二日给 Sohmnaolier 的信 中说： 
“我反对把一个无穷量当作实伴,这在数学中是从来不允许的.无 
穷只是一种说话的方式，当人们确切地说到极限时,是指某些比值 
可以任意近地趋近它，而另一些则允许没有界限地增加 .”Cauohy, 
如他的前人一样，不承认无穷集合的存在，因为部分能够同整体构 
成一一对应这件事,在他看来是矛盾的. 

涉及集合的许多问题的争论,是无休止的,并且卷入了形而上 
学的甚至是神学的辩论.大多数数学家对这个问题的态_ 是：不 
谈他们自己所不能解决的问题.他们全都避免对实在无穷集合的 
明确承认，尽管他们使用无穷级数与实数系.他们会说到直线上 
的点，但避免说直线是由无穷多个点构成的.这样回避困难问睡 
的方式是虚伪的，但这对于建立古典的分析确是足够了.然而，宇 
十九世纪面对在分析中建立严密性的问题时，关于无穷集合的七 
多问题就再也躲避不开了. 


7. 集合论的基础 

Bolzano 在他的《无穷样论 》 (Paradoxes of the Infimte, 1851) 
一书(这书在他死后三年才出版）中显示了他是第一个朝着建立集 
合的明确理论的方向釆取了积极步骤的人.他维护了实在无穷集 
合的存在，并且强调了两个集合等价的概念，这就是后来叫做两个 
集合的元素之间的一一对应关系.这个等价概念，适用于有限集 
合，同样也适用于无穷集合.他注意到在无穷集合的情形，一个部 




分或子集可以等价于 整体； 他并且坚持这个事实必须接受.例如 
0到5之间的实数通过公式 y=12*/5, 可以与0到12之间的实 
数构成一一对应，虽然这第二个数集包含了第一个数集.对于无 
穷集合，同样可以指定一种数叫做超限数,使不同的无穷集合有不 
同的超限数，虽然 Bolzano 关于超限数的指定，根据后来 Cantor 
的理论是不正确的. 

Bolzano 关于无穷的研究,其哲学意义比数学意义来得多，并 
且没有充分弄清楚后来称之为集合的势或集合的基数的概念.他 
同样遇到一些性质在他看来是属于悖论的，这些他都在他的书中 
提到了.他的结论是，对于超限数无需建立运算，所以不用深入研. 
究它们. 

集合论的创建者是 Georg Cantor (1846 〜 1918). 他出生于 
俄国的一个丹麦-犹太血统的家庭，和他的父母一起迁到德国.他 
的父亲力促他学工,因而 Claatoi: 在1863年带着这个目的进了柏 
林大学.在那里他受了 WeiOTBtrass 的影响而转到纯粹数学.他 
在1869年成为 Halle 大学的讲师，1879年成为教授.当他二十 
九岁时,他在《数学杂志叶 /oMrmrf/iir 上发表了关于 

无穷集合理论的第一篇革命性文章.虽然有些命题为老一些的数 
学家们指出是错的，但这篇文章总体上的创造性与光彩引起了注 
意.他继续在集合论与超限数方面发表论文直到1897年. 

Cantor 的工作解决了不少经久未解决的问题，并且颠倒了许 
多前人的想法，自然很难就被立刻接受.他关于超限序数与基数 
的思想，引起了权威 Kroneofcer 的敌视，粗暴地攻击他的思想达 
十年 ，以上之久. Cantor 曾一度患精神崩濟，但他在1887年又恢 
复了工作.虽然 Knmeofcer 死于1891年，但是他的攻击使数学 
家们对 Cantor 的工作抱着怀疑态度. 

Cantor 的集合理论分散在许多文章中，所以我们不具体指出 
他的每-外概念和定理出■现在哪篇文章中.他的这些文聿是从 





1874 年开始 (a > 分载在 《数学 年鉴心2»»»^)和《数 
学 杂志 》 (Journal fHr MathamaHk) 两杂 志上. Cantor 称集合 
(set) 为一些确定的、不同的东西的总体 (collection), 这些东西人 
们能意识到，并且能判断一个给定的东西是否属于这个总体.他 
说,那些认为只有潜无穷集合的人是错误的，并且驳斥了数学家们 
和哲学家们反对实无穷集合的早期论点.对 Cantor 来说，如果一 
个集合能够和它的一部分构成一一 nm, 它就是无穷的.他的一 
些集合论的槪念，如集合的极限点，导集，第一型集等，是在一篇关 
于三角级数的文章 (22> 中定义而且使用了的.这些我们已经在前一 
章(第6节)中叙述过.一个集合称为是闭的，假如它包含它的全 
部极 限点； 是开的，假 如它的 每一个点都是内点,即每一个点可以 
包在一个区间内，这区间的点都属于这个集合.一个集合称为完’ 
全的，假如它是闭的并且它的每一个点都是它的极限点.他还定 
义了集合的和与交.虽然 Cantor 主要考虑的是直线上的点集或 
实数集合，但他确实把这些集合论的槪念推广到了《维 Euolid 空 
间的点集合. 

柩接着寻求象“大小(也 》)” 这样的概念来区分无穷集合•他 
和 Bolzano —样，认为一一对应关系是基本的原则.两个能够一 
一对应的集合称为是等价的或具有相同的势（后来“势 （power)” 
这个名词改成了 “基数 (cardinal number) ”) . 两个集合可^有 
不同的势.如果在沉与汉两个集合中， W 能与财的一个子集 
构成一一对应，而龙不可能与況的任何子集构成—一对应，就说 
if 的势大于 W 的势. 

数集自然是最重要的，所以 Oantor 用数集来阐明他关于等价 
或势的概念. Cantor 引进了“可列 (enumerable)” 这个词，对于凡 
是能和正整数构成一一对应的任何一个集合都称之为可列集合. 
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这是最小的无穷集合.然后他证明了有理数集合是可列的.他在 
1874年给出了一个证明但他的第二个征明是现在普遍采 
用的，我们就来描述它. 

有理数排列成如下 形式： 

n n 

i 1 11. 

/ / / 

1 S 8 

S 8 8 . 

{// • 

1 2 , 


1 , 
^ . . . 

要注意的是,那些在同 t 个对角线方向的分式,其分子与分母的和 
是相同的.现在我们从 f 开始随着箭头所示的方向依次指定1 
对应于1/1, 2对应于2/1, 3对应于1/2, 4对应于1/8,等等.每 
—个有理数必将在某一步对应于一个被报定的 有限的 正整数.于 
是上面列出的有理数集合(其中有些 出现许 多次)与正整数集合构 
成一一对应.于是把重复的去掉后，这个有理数集合仍是一个无 
穷集合,从而必然仍是可列的,因为可列集合是最小的无穷集合. 

更惊人的是，年上面引到的那篇1874年的文章中， Cantor 证 
明了所有代数数全体构成的集合也是可列的.这里所谓代数数就 
是满足个代数方程 

Oo®* ++…+ a, ■ 0 

的数，其中叫都是整数. 

为证明这一点， Oantor 对任一个 n 次代数方程指定一个数 

(23) Jour./iir Math., 77, 1874, 208~262-Gm. Abh., 115 〜 118. 

(24) Math. Ann., 46, 1895, 481 〜 512-=G«. Abh., 283 〜 356, 特别在 pp. 294~295. 







(叫做高) 如下： 

及=»» — 1+|<«0| + |01|+山+|<» <| |,. 

其中兩都是这个方程的系数.数 iv ■是一个正整数.对每一个 JV, 
以 W 为高的代数方程是有限个，它们的全部解也是有限个，除去 
重复的而外，所对应的代数数也是有限个，设为 <KN) 个.例如 
步 (1)-1; <^(2)-8, ♦⑻篇 5. 他从及 开始，对于所对应的 
代数数从1到给以标号；对应于 N = 2 的代数数从 m+1 到 
给以标号;依次下去.由于每一个代数数总一定会编到号，并且必 
与唯一的一个正整相对应,从而所有代数数的集合是可列的. 

Cantor 在他和 Dedekind 1873年的一次通信中提出过这样 
的 问题： 实数集合是否能和正整数集合构成一一对应.几个星期 
后他自己回答了这个问题，认为是不可能的.他给出两个 证明. 
第一个证明（在上面提到过的1874年那篇文章中）比第二个证 
明 <aw 复杂得多，今天经常采用的就是这第二个证明.它具有这样 
的优越性，正如 Oantor 自己指出的，即不依赖于无理数的技术性 
考虑. 

Gwitor 关于实数不是可列的第二个证明，是从假定0与1之 
间的实数是可列的这个前提出发的.让我们把每一个这祥的实数 
写成无穷小数，例如把1/2写成 0.4999 …的 形式.假如它们是可 
列的,那末我们就能够对每一个数指定一个正整数 n: 

«ia «18 … 

2*^0.a n a 2 2 a 23 … 

3<->0.a S i a 8 a a 33 … 


现在我们定义一个在0到1之间的实数 如下： 令6 =0.6448 …， 
其中6»=9若咖=1，而若 ow^l. 这个实数不同于上表 
中所列的任何一个实数，而这和假定上表已包含所有从0到1之 




间的实数是矛盾的. 

由于实数是不可列的.而代数数是可列的，必定有超越数存在. 
这是 Cantor 关于超越数的非结构性存在的证明,这应与 LiouvOle 
实际构造出超越数(第2节).相比较. 

在1874年 Oantoi: 考虑着一条直线上的点和整个 if (n 維空 
间）中的点的对应关系，并企图证明这两个集合不可能构成一一对 
应关系.三年之后，他证明这样的对应关系是存在的，他写信给 
Dedekind 说_: “我看到了它,但我简直不能相信它 . ” 

用来构成这个一一对应的思想 <27> 能够立刻显示出来，如果我 
们把单位正方形中的点和 (0, 1) 线段的点能构成这样的对应关系 
的话.设 ($») 是单位正方形中的一个点而 2 是单位区间中的一 
个点.又设*和3/都表成无穷小数，即把有限小数写成9的无限 
循环.我们把 * 与 ST 的小数分成一组一组，每一组终止在第一个 
非零的数宇上.例如 

.8 002 03 04 6 … 

3/= .01 6 07 8 09 . .. 

作 ' 

3. 01 002 6 03 07 04 8 6 09 
其中的各组数 字是： 先是*的第一组 ，然 后是 y 的第一组,并依次 
进行下去.如果两个*或两个 y 有不同的小数位数字，则对应的 
两个*也必不同.从而对于每一对0, y) 有唯一的一个2可以确 
定.对于任意给定的 一个* ，把*的小数象上面那样分成一组一 
组,并由此把上述步骒倒过去作出 * 与3/,则不同的两个3将得出 
不同的两对 (*, 3/)，从而对每一个0有唯一的 (*, !/) 可以确定.方 
才描述的一一对应关系是不连续的;粗略地说,对应于彼此靠近的 
t 点的0, y) 点不一定靠近，反之 亦然. 



Du Bois-Reymond 反对这个证明 . <88> “这看来与普通常识相 
矛盾.事实上，这只是这样一种推理的结论,这种推理允许空想的 
虚构来介入，并且让这些虚构——它们甚至不是量的表示式的极 
限一充当真正的量.这就是悖论所在 


8. 超限基数与超限序数 

Cantor 在论证了相同的势与不同的势的集合#存在之后，他 
继续研究集合的势这个概念并且引进了基数与序数的理论，其中 
超限基数 （transfinite cardinal number) 与超限序数 (transfinite 
ordinal number) 是惊人的创造. Cantor 在《数学年鉴》 { Mathe - 
杂志上从1879年到1884年发表的一系列文章 
中发展了这个□:作，这些文章都纳入同一个 标題： 《关于无穷的线 
性 点集》 （tjber unendliohe lineare Punktmanniohfaltigkeiten). 
后来他在 1895 年与1897年写了两篇决定性的文章发表在同一杂 
志上 

在关于线性集合的第五篇文萆中 <80> , Cantor 从如下的观察 
开始： 

我的集合论研究的描述已经达到了这样的地步，它的继 
续已经依赖于把实的正整数扩展到现在的范围之外.这 
个扩展所采取的方向，就我所知，至今还没有人注 意过. 

我对于数的概念的这一扩展依赖到这样的程度，没 
有它我简直不能自如地朝着集合论前进的方向迈进那怕 

(28〉他的 Die allgemeine FimJctionentheorie (1882) —书的法文版(1887〉第 167页. 
(29) Math. Ann., 46, 1895,481~512,以及49,1897, 207~246-Gc«. Abh., 282 〜 
351;这两篇文章的一个英文翻译见于 Owrg Cantor, Contributions to the 
Founding of a Theory of Transfinite Numbers, Dover (reprint), 无出板年 





是一小步.我希望在这样的情形下，把一些看起来是奇怪 
的思想引进到我的论证中是可以理解的，或者，如有必要 
的话，是可以谅解的.实际上，其目的在于扩展或推广实 
的整数序列到无穷大以外.虽然这可能显得是大胆的，•我 
却不仅希望而且坚信，到了适当时机，这个扩展将被孚认 
是十分镝单、适宜而又自然的一但我仍是十分清楚， 
在采取这样一步后，我把自己放到了关于无穷大的流行 
的观点以及关于教的性质的么认封意见的对立面 去了. 

Cantor 指出，他的关于无穷数或超限数的理论，不同于普通 

所说的一个变量变得无穷小或无穷大的那个无穷的概念 .. 两个一 

一对应的集合具有相同的势或基数.对于有限集合来说，基数就 

是这集合中元素的个数.对于无穷的集合，要引进^的基数.自 

然数集合的基数用札表示.由于实数不能和自然数构成一一对 

应，实数集合必定有另一个基靼，这个基数用 e 表示，它是连续統 
oontimram 的第一个宇母.正象势的概念一样，若在两个集合 itf 
~汉中，汉可与 if 的一个子集构成一一对应，而尨却不能与汉 
的任何一个子集构成一一对应/则览的基数就大于汉的基数.从 
M o«o. 

要得到一个基数大于莱一给定的基数 <31> ，可考虑任何一个具 
有这给定基軟的集合況，并考虑的所有子集所构成的集合及. 
在苽 的子集中有沉的单个元素组成的集合，也有 M 的一对元素 
组成的集合，等等.现在，与的一个子集构成一一对应是一 
定可能的，因为汉有一个子集是由#的所有单个元索构成的(每 
个单个元素看作 W 的子集当然是 W 的元素).它自然可与 M 构 
成一一对应.但是，在■^与 iV •的全部元素之间不可能建立一个 
一一对应关系.因为假如这样的一个一一对应是可以建立的 









话,就可令 m 是的任一元素,并考虑所有这样的它在所假定 
的一一对应关系下，与汉的某个元素相对应，而汉的这个元素作 
为#的子集时，并不包含 m. 把具有这样性质的 m 的全体所构成 
的集合记作％则 P 当然是汉的一个元素. Can^r 证明，在所 
谭定的一一对应下，>7并没有 ilf 的元素与之对应.因为假如乃与 
i 的某一个 m 对应，且 P 含有 m 的话，那就会与乃的定义本身有 
矛盾： 假如乃不含有则根据9?的定义， m 又应屑于％所以假 
定沉与尋存在,一一对应关系是会専致矛盾的.由此可见，一已 
知集合的所有子集所构成的集合，其基数大于这已知集合的基数. 
Cantor 定义两个基数的和为两个分别具有所给基数的（不相 

交的)集合的和集的基数.他也定义了两个基数的乘积，给定两个 

基数《与艮集合 if 的基数为《，集合 汉的为 尽作元素对 （m, 

n), 其中 W 属于此《属于所有这样的元素对构成的集合，其 

基数定义为《与/8的乘积. 

基数的乘幂也得到了定义.设 集合财 的基数为集合汉的 
_数为 A 把集合汊的每一元素用 if 的任一元素来置换,这就有 
多不同的置换法,每一不同的置换法看作不同的充素,其总体所 
成的集合记作 Oantor 定义 iP 的基数 为沪. 在有穷的情况 
下，例如《-3,泠这相当于|»个元素中每次取泠个（允许重 
复)的排列所构 k 的集合，其基数为令吻， m 3 , 叫为集 
合 M 的三个元素,每次取2个的排列为 






事实上，■^的每一元素用尨的任一元素来置换，就有《个不同的 
情形，既然及的每一元素就有《个不同的置换，則泠个元素所有 
不同的置换法应当是有了乘幂的定义之后， Cantor 证明了 
2%=-c, 这从 (0, 1) 线段的数展为二进位小数可知，这时 M 只有0, 








1 两个元素，及是自然数集合. 

Cantor 提请人们注意这样的事实，即他的关于基数的理论特 
别适合于有限舉合，从而对于有限数理论他已给出了“最自然、最 
简短且最严密的基础”. . 

下一个概念便是序数的概念.他在引进一个已知粲合的逐次 
导集时，早就发觉序数概念的需要.他现在抽象地来引进这个概 
念.一个集合叫做全序的 (simply ordered), 假如它的任何两个元 
素部有一个确定的 顺序； 即若给定％与 m 2 , 则或者是吻前于 
W*， 或者是 Wa 前记号 表示： 7»!<TOa 或再則， 
若则饥！<&，即这顺序关系有传递性.一 
个全序集 Af 的序数是这个集合的順序的序型.两个全序集称为 
是相似的，假如它们是一一对应而且保留顺序，即若 M 对庳于 
«1,叫对应于《 2 ,而则必 ni<«2. 两个相似的集合叫做 
有相同的序型或序数.作为全序集的例子，我们可用任一有限数 
集合并按任何给定的顺序排列.对于有限集，不管其顺序是怎样 
的，其序数是确定的,并且就用这个集合的基数来表示.正整数集 
合按它们的自然顺序，其序数用 0) 表示.另一方面,按递减顺序的 
正整数集合 

…，4, 8, 2, 1 ^ 

的序数用％表示.正、负整数与零所成的集合按 ik 常的顺序，其 
序数为 Vo + 0). 

接 if Cantor 定义序数的加与乘.两个序数的和是第-^个全 
序集的序数加第二个全序集的序数，顺序即按其特殊规定.例如 
按自然顺序的正整数集合之后随着五个最初的正整数所构成的集 
合，即 

1, 2, 3,…,1, 2, 3, 4, 5, 

其序数为 w+5. 序数的相等与不相等，也可以很显然地给出定 
义. 




8. 超限基数与箱限序数 


现在他引进超限序数的整个集合，这在一方面是基于它本身 
的价值，另一方面是为了确切地定义较大的超限基数.为了引进 
这些新的序数，他把全序集限制在良序集 (weil-ordered) 的范围之 
内. <82> -个全序集叫做良序集，假如它有为首的元素，并且它的 
每一子集也有为首的元素.序数与基数都存在着级别.第一级是 
所有的有限序数 

1, 2, 3,…. 

我们用公^表示上述第一级序数.在第二级的序数是 
6», w+l, fi>4*2, •••, 2(o, 2to+l f •••, 

3o>, 8o>+l, a) 2 , •••, o> 8 , •••, 6> w . 

我们用表示，其中每一个都是基歎为的集合的序数. 

作为上述序数构成的集合，应有一个基数.这个集合是 
不可列的，从而 Cantor 引进一个新的基数礼作为集合厶的基 
数.接着证明 A 为咖的 后继的基数. 

第三级的序数用表示,它们是 

Q, 0 + 1 , 0 + 2 ， … ， Q+Q, 

这些是良序集中基数 为心的 集合的序数.而2 8 这个序数的集合 
的基数大于札， Cantor 用《 2 来表示它的 基数： 这个序数与基数 
的级别可以无穷无尽地这样继续下去. 

Cantor 已经证明，对于给定的任一集合，总可以构造一个新 
的集合,即所给集合的所有子集构成的集合,使其基数大于所给集 
合的基数.如果给定集合的基数是则其全部子集构成的集合 
具有基数 2' Cantor 已经证明 2 r ^ c , 这个 (: 就是连续统的基数. 
另一方面，他通过序数引进了 A， 并证明札是^的后继者.于 
是吣<^.至于 《 a = c 是否成立，即连续统假设 （oontimmm 
hypothesis) 是否成立， Cantor 不管怎样刻苦努力，也不能回答. 
在1900年的国际数学会议上， Hilbert 把这个问題列入了著名问 
(32) Math. Ann., 21, 1883, 646‘586-Gm. Abh., 165 〜 204. 







題的名单中(第 43 章第 5 节; 也可参看第 51 章第 8 节). 

对于一般的集合必与可能有这样的情形，即龙不能与 
汉的任何一个子集构成一一对应，而 iv ■也不能与 M 的任何一个 
子集一一对应.在这种情形下， 虽然 M 与 W 各有基数，设分别为 
*« 与;8,但不能说 /8 m ， 还是《<泠或《>反也就是说，这两个 
基数是不可比较的.对于良序集， Cantor 能够证明这样的情况不 
可能出现.存在着基数不能比较的 i 良序集这件事，看来 W 乎近 
于悖理，但怎样处理这个问题， Oantor 同样不能解决. 

Ernst Zermelo (187V-1968) 着手处理了非良序集的基数的 
比较应怎样进行的问题.他在1904年< 83 > 证明每一个集合都能够 
良序化(在某种重新排列下)，并在1908年 (34 >给出了第二个证明. 
在证明中，他需要用到现在大家知道的选择公理 (axiom of choixje) 
(Zermelo 公 理)： 对于给定的非空且不相交的集合的任何一个总 
体，总 可以在 每一集合中选取一个元素，从而构成一个新的集合. 
选择公理，良序化定理，以及任何两个集合可比较其基数的大小 
(即若它们的基数分别冷《与 A 则或者或者《<戽或者 
»>奶，这三者是等价的原理. 


9. 集合论在1900年代的状况 

Oantor 的集合论是在这样一个领域中的一个大胆的步伐，这 
个领域，我们已经提过，从希腊时代起就曾断断续续地被考虑过. 
集合论需要严格地运用纯理性的论证，需要肯定势愈来愈高的无 
穷集合的存在，这都不是人的直观所能掌握的.这些思想远比前 
人曾经引进过的想法更革命化，要它不 逭到反 对那倒是一个奇迹. 
分于这个发展的可靠性的怀疑，被 Cantor 自己以及其他一些人提 





出的问题所增强. Cantor 在1899年7月28日与8月28日给 
Dedekind 的两鯓信中, <86> 间到所有的基数全体本身是否构成一个 
集合，因为如果是集合，它就会有大于任何其它基数的基数.他想 
釆取相容集合与不相容集合的办法,从否定方面来回答这个问題. 
然而，在 1897年， Oesare Burali-Forti (1861 〜 1931) 指出，所有 
序数的序列是良序的，它具有的序数应是所有序数的最大者 (36> . 
于是这个序数大于所有的序数 （Cwitor 早在1895年已注意到这 
个困难).这些，以及其他一些未解决的问題,叫做悖论,是在十九 
世纪末开始被注意到的. 

反对的意见确实是耸人听闻的. Kroneoker 几乎从一开始就 
反对 Cantor 的思想，这是我们早已看到了的. Felix Klein 对这 
些思想也决不表同情.1 > 0111<»16 (37> 评论性地指出,“但是我们遇到 
某些悖论,某些明显的矛盾的事情已经发生了,这些将使依利亚的 
Zeno 与 Megara 学派髙兴.•…••我个人,而且这不只我一人,认为 
重要之点在于，切勿引进一些不能用有限个文字去完全定义好的 
东西”.他把集合论当作一个有趣的“病理学的情形”来谈.他并且 
预测(在同一文章中) 说： “后一代将把 [Cantor 的]集合论当作一 
种疾病,而人们已经从中恢复过来了 . ” Hermann Weyl 称 Cantor 
关于》的等级是雾上之雾. 

然而，许多卓越的数学家深为这新的理论已经起的作用所感 
动.1897年在苏黎世举行的第一次国际数学家会议上， Adolf 
Hurwitz 与 Hadamard 指出了超限数理论在分析中的重要应用. 
进一步的应用不久就在测度论（第44章）与拓扑学（第50章）方 
面开展起来. Hilbert 在德国传播了 Canlor 的思想，并在1926 

(35) Ges. Abh” 445〜 448'. • 

(36) Bendicontidel Circolo Matematico di Pidermo, 11, 1897, 154 〜 164 与 260. 

(37) Proceedingt of the Fovrth Internat. Cong, of Mathematicians， Borne, W08» 

1«7 〜 182; Bvll. det Sei Math., (2),32, 19_08, 168-190-®«tw« 中的抽录， 






















1. Eucli4 中的缺陷 

对于 Euolid 的定义和公理的批评（第4章第10节)，要追鲷 
到最早的两位著名的注 释者： Pappus 和； Prooliw. 在文艺复兴时 
期,当 Euolid 第一次被介绍给欧洲人时，他们也注意到了上面的瑕 
疵. Jaoquee Peleiier (1517-1582) 在他的几何原本中的 
证明》 (Jn Euclidis Elementa Qetmetrica Demmtrationtim , 1557) 
一书中,批评了 Euclid 使用迭合法去证明全等方面的定理.甚至 
哲学家 Arthui Sohopenhat^er 在1844年也说，他感到很奇怪的 
是，数学家们攻击 Euclid 的平行公设，而不去攻击重合的图形是 
相等的这一条公理.他论述说,重合的图形自然是恒等琪相等的， 




1. Euclid $ 的缺陷 75 IV 

因而无需什么公理；或者，重合完全是一种经验性质的事情，不属 
于纯直觉知识而是属于外部感官的经验.另外，这 
条公理预先假设了图形的可移动性;但是，在空间中能移动的是物 
质，因此超出了几何的范围.十九世纪时已膂遍认 识到： 迭合法 
或者是建立在一些未明确说明的公理的基础上，或者必须用另一 
种探讨全等的方法来代替. 

有些批评家不希望把所有的直角都相等这种陈述作为一条公 
理，并力图去证明它（当然是在别的公理的基础上去证明它). 
Euclid 著作的一位编辑者 Ohristophortw Olavius (1 邱7〜 1612) 
注意到还缺少一条公@来保证与三个已知量成比例的第四个量的 
存在(第4章第&节). Leibniz 正确地评述道，当 ^hidid 断言(卷 
1命題 1) 两个互相经过对方圆心 
的圆有公共点的时候，他是依赖 
于直观的.换句话说， Enolid 假 
定了圆是某一种连续的结构，所 
以在它被另一个圆分割的地方必 
定有一个点. 

Gauss 也注 ▲ 到了 Eudid 几 
,何表述中的短处.他在1832年8月6日给 Wolfgang Bolyai 的 
一封信 w 中指出，说到一个平面在三角形内部的一部分,这是需要 
适当的基础的.他 还说： “在完全的阐述中，诸如‘在…之间’那样 
的词必须建立在清晰的概念上,这是能够做到的,但我在任何地方 
都没有看到过 . ” Gauss 还附带批评了直线的定义 <a> 和平面的定 
.义,其中平面定义为一种曲面,使得逢结它上面任意两点的直线必 
定在它上窗. w 



(1) Werk«, 8, 222. 

(2) WtrTce, 8, 19«. 

(8) Wvrhe, 8, 193-195 and 200. 


哪里？而实际上可以证明，它必定在三 
角形的外郁，在外接圆上.但是如果画 
成图 42.2, 就依然能“证明”三角形 ABC 
是等腰的.漏洞在于两点，它们 
必须分别在三角形中备自边的内部和外部.但这就意味着在开始 
证明之前我们就必须能够确定相对于2和 B 的点 f 的正确位置， 
以及相对于2和 O 的点 的正# 位置.当然不应该依赖于画出 
E 确的图形来确定五和歹的位置，但这恰巧是 Eudid 和直到 
>年为止的数学家们所做的事情. Euclid 几何被说成是给出 
了由图形直观地猜测到的定理的梢确证明，其实它只是提供了精 
确画出的图形的直观证明. 

虽然对 Euolid* 原本》的逻辑结构的批评,差不多从它写成之 
日就已开始了，但这些批评流传不广,或者其中的缺陷被认为是次 
要问题.《原本》被普遍认为是严密性的楷模.然而非欧几何的工 
作使数学家们看清了 Eiwlid 结构中的全部缺陷，因为在作出证明 


正确《 
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的时候,他们不得不持特别的批判态度来对待他们所采用的东西. 

认识到许多缺陷的存在，终于迫使数学家们着手重建 Euclid 
几何以及含有同样弱点的其它几何的基础.这项活动在十九世纪 
的棄后三十年中变得非常广泛. 


2 . 对射彩几何学基础的贡献 

在1870年代,与度量几何学有关的射影几何学方面的工作揭 
示出射影几何学是一门基磓的几何学（第88章).也许由于这个 
原因,几何#础的工作就和它一起开始了.然而，几乎所有的著作 
家都同等关心于(或者是在射影几何学的基础上，或者是独立地） 
建立度量几何学.因此十九世纪后期和二十世纪初期讨论几何基 
础的书和论文都不能按照不同的几何学分离#来. 

非 Enolid 几何方面的工作使人们认识到几何是人为的结构， 
它与物迪空间有关,但未必就是它的确切的理想化.这件事情隐含 
着：几个重大的变革已不能不被吸收进几何的任何一种公理化研 
究方法中去了. Moritz Pasoh (1843 〜 1930) 认识到并绳调了这些 
变革，他是第一个对几何基础作出较大贡献的人.他的《新几何学 
讲义 iiber nmere Oeometrie ,1882 年第一版，1926.年 
又由 MaxDehn 修订出版(第二版 )) 是一本开辟新方向的著作. 

Pasoh 注意到 Euolid 的一些普通的概念，诸如点和线，实际 
上并没有定义.把一个点定义为没有结构成分的东西，并没有多 
大意义，因为结构成分作何解释呢？亊实上，和 Aristotle 以及略 
晚一些时候诸如 Peacock 和 Boole 那样的数学家曾经做过的那样, 
Pasoh 指出，有一些概念必定是未定义的，否则，或者定义的过程 
无穷无尽，或者数学就会依赖于物理的概念.一旦某些未定义的 
概念被挑选出来之后，其余的概念就可以通过它们定义出来.例 
如在几 何中，点、线、平面 (Paaoh 在他的著作的第一版中还用了线 



作出有关未定义概念的断言，而这些断言就是我们可以用的与它 
们有关的仅有的断言.正如 Gergonne 阜在1818年就提出过的 
那样, w 未定义的概念是由公理含蓄地定义着的. 

谈到公理， Pasoh 继续说，耷们中,的某些虽然可以通过实验猜 
澜出来,但是只要公理集一经选定之后,就必须能眵完成所有的证 
明而不用再参考实验_者参考概念的物理意义.此外，公理决不 
是不证自明的真理，^只是企图用以产生特殊的一门几何的定理 
的一些假定.他在《讲义》(第2版第90页) 中说： 

-••…如果几何学要成为一门其正演绎的科学，那么必不 
可少的是 :作出 推论的方式既要与几何概念的意义无关， 
又要与图形无关；需要考虑的全部东西只是由命题和定 

. 义所断言的几何概念之间的联系.在演绎过程中，把所 
用的几何概念的意义牢记在心里，这是既恰当而又有用 
的,但这决不是本 质的； 事实 i , 当这成为必要的时候，恰 
恰是演绎过程中出现了漏洞，因而（当不可能通过傕改推 
理去填补缺陷时）我们被迫承认乞求来'作为证明工具的 
命题是不够用的. 

Pasoh 的确深信概念和公理应该与经验有关，但在逻辑上这是不 
相干的. 

在《讲义>中， Pasoh 给出了射影几何的一些公理，但是，这些 
公理中的许多条以及它们的类似物对于公理化 ^Euclid 几何和非 
Exiolid 几何(当把它们建成独立的学科时)也是同等重要的.因此 
他是第一个建立直线上点的顺序的公理集(或者是在……中间的 



概念)的人.这样的公理还必定被吸收进任何一门度量几何学的完 
全的公理集中.我们在下命将会¥到顺序公理究竟相当于什么. 

他建立射影儿何学的方法是把无穷远处的点、线和面,加到真 
正的点、线和面中去.然后他用 von Staudt 和 Klein 的投影作 
图法(第35章第3节)引进了 (几何基上的)坐标,最后引进了射影 
变换的代数表示.非 Euclid 几何和 Euclid 几何是通过区分 Felix 
Klein 那里的真假线和点，作为在几何基上的特殊情形引进的. 

一个更令人满意的对射影几何的探讨是由 Peano 给出的 . 
MarioPieri (1860-1904) 的作品“射影几何学原理” w 继续了这种 
探讨.遵循这呼研究方法的人还有 Federigo Enriques (1871 〜 
1946), «射影几何讲义》 (Lezioni di geometria proiettiva, 1898)； 
Eliakim Hastings Moore (1862-^ 1932) (7> ; Friedrioh H. Sohur 
(1866 〜 1 的 2) ( 8 〉，Alfred North Whitehead (1861 〜; 1947),« 射影 
几何的公理 》 (.The Aaoioms of Projective Geometry) m ; Oswald 
Veblen(1880 〜 1960) 和 John W. Young(1879 〜 1932) a0> . 最后 
的两个人给出了一个完全独立的公理集. Veblen 和 Young 的 
《射 影几何》 {Projective'Getynuitry, 2卷本，1910和 1918年）是最 
优秀的教科书，他们在严格的公理基础上以射影几何开始,然后通 
过挑选不同的绝对二次曲面去得到 Euclid 几何和几个非 Euclid 
几何（第38章第3节）来特殊化这门几何学，从而实现了几何的 







关于射影几何学的以及我们一会儿就要看到的 Euolid 几何 
学的许多公理系统，还有一点是值得提到的. Euclid 几何的某些 
公理是存在公理(第4章第3节).为了保证图形的逻辑存在，古 
希腊人使用尺规作图.十九世纪的几何基础方面的工作修改了存 
在的概念,部分地是因为要补充 Euclid 处理这个论題时的不足， 
部分地是因为要扩大存在的概念，使 Euclid 几何能把不一定用尺 
规作出来的点、线和角包括进去.我们将看到新的一类存在公理 
在我们将要考察的体系中究竟相当于什么. 


3. Euclid 几何的基础 

在 《几何 原理 Principi di geometria, 1889) 中， Giuseppe 
Peano 给出了 Etwlid 几何的一个公理集.他也强调说基本的元 
素是不定义的.他规定了一条 厚则: 不定义始概念应该尽可能少， 
他用了点、钱段和运动.鉴于 Euo】id 使用迭合原理而受到的批 
判，所以把运动包括进去，看来似乎是有些令人吃惊的；但是，根 
本的问理并不在于运动的槪念，而是 在于： 如果必须用到它时，还 
缺乏合适的公理基础. Peano 的学生 Pieri 给出了一个类似的公 
理集 (11> ,他把点和运动作为不定义的概念.另外一个把直线、线 
段和线段的迭合作为不定义的元素的公理集，是由 Giuseppe 
Veronese (1864 〜 1917) 在他的 《几何 基础》 {Fmdammti 必 
geoTnetHa, 1891) 中给出的. 

在 Euclid 几何的所有公理系统中，概念和陈述最简单、闯出 

的路子最接近于 Euolid 的，最受人们欢迎的公理集 是属于 Hilbed 

的，他并不知道上述意大利人的工作.在《几何基础 

dsr Qwmetrie, 1899) 他给出了他的公理集的第一个叙述，但 






后来进行了很多次修改.下文引用的内容取自这本书的第七版 
(1930). Hilbert 在使用不定义擗念，以及这些概念的性质仅由公 
理来说明等方面，都追随 Pasoh. . 没有给不定义的概念指定明晰 
的意义.就象 Hilbert 说的那样,这些点、线、面以及其它元素，可 
以用桌子、椅子、啤酒杯以及别的什么东西来代替.当然，当几何 
同“事物”打交道时,这些公理肯定不是不证自明的真理,但必须把 
它们看作是任意的，即便它们事实上是由经验启示的. 

Hilbert 首先列出他的不定义概念.它们是点、线、平面、位于 
上面(点和线之间的关系)、位于上面(点和平面之间的关系)、在… 
中间、一对点重合、角的重合.寧个公理系统在同一个公理集中处 
理平面 Euclid 几何及立体 Evwlid 几何，而这些公理又被分成几 
组.第一组公理包括存在性方面的 公理： 

I. 联系公理 

Ii . 对于每两个点4和戽有一条直线 a 位于它们上面. 
h 对于每两个点2和■»，只有一条直线位于它们上面. 

U 一条直线上至少有两个点.不位于同一条直线上的点，至 

. 少是三点. 

U 对于不位于一条直线上的任意三点与都有一张 

平面《，位于这三点上（[包含]这三 庳). 在每一张平面上 
[至少]有一个点. 

I. 对于不位于同一条直线上的任意三点4、5和 (7, 只能有 

. 一张平面包含它们. 

I. 如果一条直线上有两个点位于平面《上，那末这条直线上 

所有•的点都位于《上. • 

I, 如果两张平面《和/8有一个公共点那末它们 k 少还有 

另外一个点 B 是公共的. 

1 8 不在同一张平面上的点,至少是四点. 

第二组公理补充了 Euolid 公理集中最严重的遗漏，即关于点 



Hi 如果一点 B 位于点2和 (7 之间，那末溢、和 C 是同一条 

直线上的三个不同点,并且 ■» 也位于 C? 和2之间. 

n, 对于任意两点2和 c, 直线上至少有一点及使 c? 位 

于2和 b 之间. 

Ha 在一条直线上的任意三点中，只有一个点位于其它两点之 

间 . ： 

公理 II S 和11 8 的意思是使直线成为无限的. 

V 定义设义和 B 是直线《上的两点.点对為 B 或者点对 

尽2 就叫 做线段 A0. 位于4和 S 之间的点称为这线段的点或 

者这线段的内点. 2和叫做这线段的端点.直线 a 上的所有其 

它的点都被说成是在这线段的外部. 

H4 (Pasoh 公理）设2、£和 (7 是不位于同一条直线上的三个 

点，并设 a 是4、 B、C 所在平面上不经过(不位于 ) 4、 B 或\ 
0( 上)的任意一条直线.如果经过线段 E 上的一个点， 
那末它必定还经过线段上的或线段 5(7 上的一个点. 

III. 迭合公理 

in v 如果2、5是直线《上的两个点，^是 a 上或另一条直线 
w 上的一个点，那末在直线上，在 i 的给定的一侧(预 
先已经规定好)，可以找到一点及，使线段和线段 
迭合.记为丑. 

m, 如果和 A"B n 都与 dS 迭合，那末 

这条公理把 Euclid 的“与同一个东西相等的东西，彼此也相 

. 等”的公理局限于线段. 

m 8 设和 SC7 是直线《上没有公共内点的两条线段，并设 
和是直线 V上没有公共内点的两条线段.如果 
AB^A'B 1 , BO^BV, 那末 AO^A'O 1 . 



这相当于把 Euclid 公理“等量加等童,还得等量”用于线段. 
111 4 设今 (A, 幻位于平面 ex 中，并设直线V位于平面V中， W 
在《'中的确定的一侧已经给出.设V是0/的从7点出 
发的射线.则在V中有且只有一条射线狄使令⑦，幻和 
k') 迭合，且 W, F) 的所有内点都位于0/的给定 
的一侧.每一个角与本身是迭合的. 

Ills 在两个三角形 ABG^\ A'BV' 中，如果 AB^A'B', AC= 
AV, 今5也?=今5，_4,0，,那末 ^ABG=^A , BV , . 

最后这条公理能用来证明 ^ACB^ ^AV'B '. 考虑同样的 
两个三角形和同样的一些假设.不过，首先取然后取 
AB^A'B', 我们就有权断言吸，因为在假设的 
新的次序下应用公理的词句,就产生这个新的结论. 

IV. 平行公理 

设《是一条直线，2不是上的一个点.那末在0和2所在 
的平面上，最多只有一条经过4并与不相交的直线. 

至少存在一条经过2并与《不相交的直线是可以证明的，因 
此没有必要放在这条公理里. 

V. 连续性公理 

Vi (Archimedes 公理）如果和 (72) 是任意两条线段，那末 
在直线 AB 上存在若干点木，山，•_••，儿，使线段 AA lt 
AtA 2 , A 2 As , A n .rA K 都与 (7D 迭合，并使5位于乂和 

A n zm. 

V. (直线完备性公理)直线上的点构成.一个满足公理I*，II, 
m 和％的点集，而且不可能再把它扩大成一个继续满足 
这些公理的更大的集合. 

这条公理相当于要求直线上有足够的点，能够和实数构成一 
一对应.虽然这个事实自从坐标几何诞生之日起就被有意识和无 
意识地使用了.但是它的逻辑基础痄前并没有叙述过. 




Hilbert 用这些公理证明了 Euclid 几何的一些基本定瑪.证 
明 Euolid 儿何的全部内容确实都能从这些公理推出来的工作是 
由其他一些人完成的. 

Eiiolid 儿何公理的随意性的特点（即它们不依赖于物理的现 
实性)产生了另外一个问题,即这门几何的相容性.只要 Euclid 几 
何被认为是关于物理空间的真理，那末对它相容性的任何怀疑似 
乎都是没有什么意义的.但是对不定义概念和公理的新的理解要 
求相容性是已建立了的.这个问题至关紧要，因为非 Euolid 儿何 
的相容性已归结为 Euclid 几何的相容性(第38章第4节).1898 
年 Poinoar6 提出这件_< 12 >,并说,一个公理地建立起来的结构，如 
果我们能给它一个算术解释，就可以相信它的相容性. Hilfeert 提 
供了这样一个解释，从而证明了 Euclid 几何是相容的. 

Hilbert (在平面几何里）把; k 和一对有序实数 （《, 的等同起 
来, (13> 把一条直线与一组联比(芦中《和1；不都为 0) 等 
同起来.如果 

剌点就在直线上.通过解析几何中平移和旋转的表达式，迭合就 
被代数地解 释了; 这 就是： 两个图形,如果其中的一个可以由另一 
个通过平移， * 轴上的反射以及旋.转而得到，则称它们迭合. 

在每一个概念都被算术地解释，而且弄清楚公逼是被这些解 
释所满足之后， Hilbert 的论点是：定理也必须适合于这些解释， 
因为它们是公理的逻辑的结果.假如 Euolid 几何中有矛盾，那末 
同样的东西也会保持在它的代数解释（它是算术的一个扩充）中. 
因此，如果算术是相容的，则 Euclid 几何也一定是相容的.但当 
时算术的相容性还是一个未解决的问题(见第51章). 





8. Euclid 几何的基 硇 8B IV 

人们极想证明的是,在给定的公理集中，没有一条公理能由其 
它一条或所^公理推导出来，因为，不然的话，就没看必要把它作 
为一条公通 T. 这个无关性的概念是1894年 Peano 在刚才提到 
的那篇论文（甚至更早一些，在他的《算术原理 》 (Arithmetic 
PHnffipia, I88 9 ) 中提出并加以讨论的. Hilbert 考虑了他的那 
些公理的无关性.但是，因为在他的公理集中，某些公理的意义依 
赖于前面的一些，所以不可能证明每一条公理都与其它所有的公 
理无关. Hilbert 成功地征明了 的是: 任何一组中的所有公理都不 
.能由另外四组公理推得.他的方法是作出一个满足四组公理，但 
不满足第五组公理的相容的解释或模型. 

无关性的证明对非 Euclid 几何有特殊的意义.为了建立平 
行公理的无关性， Hilbert 作出了一个不满足 Euclid 平行公理， 
但满足其余四组公理的模挈.其中用了在 Euolid 球内部的点-以 
及把球的边界变为自身的特殊变换.因此;平行公理就不能是其它 
四组公理的推论，因为如果是的话，作为 Euolid 几何一部分的这 
个模型关于平行就会有矛盾的性质.这同—证明也表明非 Eiiolid 
几何是可能的，因为如果 Eudid 平行公理独立于其它公理，那末 
它的否定必然也是独立于其它公理的；而假如它是一个推论，则 
Euclid 公理的整个体系就会包含矛盾. 

Hilbert 的 Evwlid 几何公理系统，第一次出现于1899年，激 
起了对 Eudid 几何基础的大量关注，许多人使用不同的不定义元 
素集或公理的变种，作出了各种说法.正如我们已经提到过的， 
Hilbert 本人直到他作出1930年的说法之前，一直在改变他的公 
理体系.在为数众多的各种公理体系中，我们将只提到一个. 
Veblen<^ 的公理体系是建立在把点和序作为不定义概念的基础 
上盼. 他证明了他的每一条公理都是独立于其它公理的，而且还 
建立了另外一条 性质： 范畴性. Edward V. Huntington (1874- 

(14) Amer. Math. Soc. Trans., 5, 19M, 343 〜 884. 



1952) 在专门讨论实数系的一篇论文中 《 6> 第 一次清楚地叙述并使 
用了这个概念（他把这个概念叫做充分性).与不定义符号集迅， 
S 2 , 相联系的公理集 A，&,•••,& 称为是范畴的，如果在 
任何西个含有不定义符号并满足公理集的成员之间， 能够 建立不 
定义概念（它们由公理所维护的关系而被保存）之间的一一 对应； 
也就是说，这两个系统是同构的.实际上，范畴性意味着公理系统 
的所有解释仅仅是语言上的不同.例如，若把平行公理略去，那末 
这一性质就会不成立，因为这时 Enolid 几何和双曲型非 Eudid 
几何就会是这缩减了的公理集的非同构解释. 

范畴性还隐含着另外一条性质， Vebleii 把它叫做析取性，而 
今天通称为完全性.一个公理集叫做完全的,如果不可能再增加一 
条与给定集无关并与之相容的公理(不引入新的初始柢念).范畴 
性隐含着完全性，因为如果一个公理集合4是范畴的，但不完全， 
那就可以引进一条公理使得 S 和 非汉都 与集合3相容•因为 
原来的集合4是范畴的，所以4与 S 在一起的公理集和4与非 
汉在一起的公理集的解释是同构的.然而这是不可能的，因为对 
应的命题在两个解释中必须都成立，但是汉适用于一种解释、,而 
非汉却 适用于另一种解释. 


4. 一些有关的基础工作 

Eiaolid 几甸公理的清晰的描述启发了相应的几门非 Euolid 
几何的 研究. Hilbert 公理集的一个美妙的特 点是： 如果用 
Lobatohevsky-Bolyai 公理代替 Euclid 平行公理，而其余公理保 
. 持不变，马上就可以得到双曲型非 Euclid 几何的公理集. 

为了得到单重的或双重的椭圆型几何，不仅必须抛弃 Euclid 
平行公理并吸收任意两条直线都有一个公共点（在单重椭圆型几 




4. 一些有关的基轴工作 


何中）或者至少有一个公共点（在双重椭圆型几何中）的公理，而 
且还必须改变另外一些公理.在这些几何中,直线不是无限长的， 
而是具有圆的性质.因此必须用描述圆上点的序关系的序公理来 
代替 Euclid 几何的序公理.几个这样的公理系统被作出来了. 
George B. Halsted (1863 〜 1922) 在他的《有理几何》 {Bationdl 
Geometry 、 中 ( w >, 以及 John R. Kline (1891-1956) <17 > 都建立了 
双重椭圆型几何的公理 基础; Gerhard H_nberg(1874 〜1925)_ 
作出了单重椭圆型几何的公理体系. 

另一类关于几何基础的研究是考虑否定或者只略去公理集中 
一条或几条公理所产生的后果. Hilbert 在他的独立性证明中亲自 
做了这项工作,因为这种证明的实质就是构造一个模型或者一种 
解释,使之满足除了要建立其独立性的那条公理以外的所有公理. 
否定一条公理的最有意 i 的一个例子当然就是否定平行公理.扔 
掉 Arohimedee 公理可以产生饶有兴趣的结果，这条公理可以象 
Hilbert 公理系统中的％那样叙述.这样获得的儿何称为非 
Archimedes 几何; 在这种几何中存在这样两条线段,其中一条的任 
何整数倍(不管这个数有多大)都不超过另外一条线段. Giuseppe 
Veronese 在《几何基础 ，中构 造了这样一种几何.他还证明了这 
门几何中的定理可以任意接近 Euclid 几何中的定理. 

Max Dehn (1878 〜 1962) 通过略去 Archimedes 公理也获得 
了#多有趣的定理. (19) 例如，存在一种几何，在其中，存在有角之 
和等于两个直角，相似而不迭合的三角形，以及过一已知点可以画 
出无穷多条直线平行于一条已知直线. 

Hilbert 指出,在建立平面上的面积理论时无需用到连续性公 

(16) 1904, pp. 212~247. 

(17) Annals df Hath., (2>, 18,1916/1917, 31 〜 44. 

(18) Math. Aim., 61,1905, 173 〜 184. 

(19) JfaM.53,1900, 404^439. 




理（即 v 3 ). 但是在空间的情况下， MazDehn 证明 (30) 存在多面 
体,它们虽然不能分解成相互迭合的部分(即使在建立了迭命多面 
体的加法之后)，但仍然有相同的体积.因此在三维的情况下，连 
续性公理是必需的. 

有一些数学家采用一种完全不同的方式探讨 Euclid 几何的 
基础.我们知道,几何曾经失宠，因为数学家们发现他们不自觉地 
在直观基础上采用了一些事实，因而他们信以为真的证明便是不 
完全的.这种还会继续出现的危险使他们确信,几何的唯一坚固的 
基础是算术.建立这样一个基础的途径当时是清楚的.事实上， 
Hilbert 就曾经给出了 Enolid 几何的一个算术解释.现在什么是 
必需做的事情呢？罾如对于平面几啊来说，并不是要把点解释为 
一个败对0, y), 而是要定义点就是一个数对,定义直线就是三个 
数之比定义点 (*, y ) 在直线% w) 上当且仅当⑽+ 
砂成立，定义圆就是满足方程 (* 一 a) 2 + (y-i) 8 -^ 的所 
有(*， y) 的集合，等等.换句话说，就是必须把纯粹几何概念的解 
析几何等价物作为几何概念的定义，并用代数方法去证明定理. 
因为解析几何把 Euclid 几何中的一切东西都以代数形式包含进 
去了，所以不存在能否获得算术基础的问题.事实上，涉及到的 
技术性工作（甚至对于 w 维 Euclid 几何）确实已经做过了,例如 
Grassmann 在他的《扩张的计算》 (Calculm of Extension ) 中就已 
/经 做过； 而且他卒人还提议把这项工作作为 Euolid 几何的基础. 


5. —些未解决的问睡 

对几何的批判性研究超出了重建几何基础的范围.曲线自然 
是随便地使用着的.比较简单的一些曲线(比如椭圆)有牢靠的几 
何和分析的定义.但是很多曲线只是通过方程和函数引进的.分 



6. —些来解决如问蘸 8S IV 

析的严密化不 (k 仅包括了函数概念的扩大，而且还包括构造一些 
非常特殊的函数，例如没有导数的连续函数.显而易见，这些不寻 
常的函数从几何观点看来是麻烦的.例如表示 Weierstraas 的例 
子的函数曲线(它处处连续而无处可微)确实不适合于通常的函数 
概念,因为没有导数就意昧着这条曲线在任何一点都没有切线.问 
题就产生了，这种函数的几何表示形式是曲线吗？更一 •般 地说，一 
条曲线究竟是什么呢？ 

Jordan 作出了曲线的一个定义.它是由连续函数 ⑺， 
2^抑)(<0<^^)表示的点的集合：为了某种目的， Jordan 想限 
制他的曲线使之没有多重点.因此他要求对于（知， *1) 中的 * 和 
4/(0— /(0或穿 (0^(0, 或者对于每一个 (*, y), 只存在一 
个*.这种曲线现在称为 Jordan 曲线. 

正是在这本书中，他增加了闭曲线的概念 (22> ,它要求/(知)- 
/仏)和〆 #0) ■〆<!),而且还叙述了闭曲线把平面分成两部分(内 
部和外部）的定理.同一区域上的两个点总可以用一条与这曲线 
不相交的折线连接 起来. 不在同一区域内的两个点不可能用任何 
-t 条与这简单闭曲线不相交的折线或连续曲线连接 起来. 这一定 
理的力量比乍一看所感觉到的力纛要大得多，因为简单闭曲线完 
全可以是奇形怪状的.实际上，因为函数/⑻，⑽)仅仅要求是连 
续的，所以复杂连续函数的所有种类都包括进 去了. Jordan 本人 
和许多杰出的数学家作出了这条定理的不正确的证明.第一个严 
密的证明是属于 Vebleii 的 • 

Jordan 的曲线定义，虽然满足了许多用途，但它毕竞是太广 
了. 1890年， Peano<**> 发现符合 Jordan 定义的曲线能跑遍一个 

(21) Cours ^analyse, 1887年第1版，第3卷第593页；1893年第2版，第1卷第 
90页， 

(22〉第1版第593 页； 第2版第98页， 

(28) Amer. Math. 8oc. Trans., 6, 1905, 83^98, and 14,1913, 65 〜 72. 

(24) Math. Ann., 36, 1890,157~160-Oi»rc scelte, 1, 110 〜 115. 
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正方形上的所有点，每个点至少经过一次. Peano 对区间 [0, 1] 上 
的点和正方形上的点的对应作出了详细的算术描述.实际上，正 
方形上的这些点对于可规定两个单值连续函数 *=;/(<) 
和 vg{t)y 使得 ® 和 y 取属于单位正方形的每一个点的值.但 
是，（》,的和< 的对应既不是单值的 ，又 不是连续的.从< 值到 
(*, y) 值的一个一对一的连续对应是不可能 有的； 也就是说, /(<) 
和穿⑴不能都是连续的.这是由 Engen E. Netto (1846-1919) 
证明的. (aw 

Peano 曲线的几何解释是由 
.Arthur M. Sohoenflies - (1863^ 
1928)( 袖和 E. H. Moore (s7 、 作出 
的.先把线段 [0,1] 映射到图 
42. 3 所示的九条线段，然后辛每 
一个小正方形内把包含在内部的 
线段分成相同的样式，但使这种 
分法从一个小芷方形到下一个小 
正方形的过渡是连续的.这个过程重复无穷遍，极限点集就覆盖 
了原正方形. Ernesto Oeakro (1859 〜 1906) ⑽给出了 Peano 的 / 
和穿的解析形式. 

Hilbert^> 作出了从单位线段到正方形上的连续映射的另一 
个例子.把单位线段(图42 .4) 和正方形都分成四个相等的部分， 
如图.跑过每一个小正方形，使得所示的路径对应于单位线段.现 
在把单位正方形分成16个子正方形,编号如图 42.5 所示,并连接 - 
W 个子正方形的中心，如图. 
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-第42章几何基础 


其中至少需要导数存在.因此这个概念不再能用于不 
可微的函数. • Du Bois-Reymond, Peano, Ludwig Soheeffer (1859 
〜 1886) 和 Jordan 作出了各种努力去推广曲线长度的概念，他们或 
者使用福广了的积分定义，或者使用推广了的几何概念.最一般 
的定义是用测度的概念系统地陈述的,我们将在第44章中考察这 
个概念. 

对于曲面面积的概念，一个类似的困难也被注意到了.十九 
\世纪教科书中所欣赏的概念，是在曲面上内接一个三角形面的多 
面体.当三角形的边长趋向于0时，它们的面积的和的极限就取 
成曲面的面积.用分析的话来说，如果曲面是由_ 
v), v) t v) 

给出的，那末曲面面积的公式就是 


j D ^/A a +B 2 +O a dudv, 


其中 >4, 5和 (7 分别是 y 和 ® 和 z, * 和 y 的 Jacobi 行列式.但 
是问题又出 现了： 如果和3没有导数，这个定义又应是什么 
样子呢？为了把情况搞得更复杂些， H. A. Sohwarz 在给 Hermite 
的信中作出了一个例子 <81) ，其中甚至对于任何一个普通的圆柱面， 
都可以选择三角形使得曲面面@成为无穷大. (M> 曲面商积的理 
论也是通过测度的概念重新进&考虑的. 

在1900年左右，还没有一个人证明用 Jordan 和 Peano 的定 
义的每一条闭的平面曲线围住一块面积. HelgevonKooh (1870 
〜1924)< 33 >作出了一条连续但不可微，周长为无穷大但围住一块 


(31) Oes. Math. Abh., 2, pp. 809~Sn. 、- 

(32) 这个例子可以在 James Pierpont 的 The. Theory of Functions of Beal Variables 
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有限面积的曲线，使面积问题变复杂了.从边长为 3* 的等边三角 
形2及7开始（图 42.6). 在每一边 
的居中的三分之一段上祚一个边长 
为 * 的等边三角形，并把每一个三 
角形的底边抹掉.这样的三角形就 
有三个.然后在新的图形中，在长 
为《的每一条在外部的线段上，在 
它的居中的三分之一段上作一个边 
长为*/3的等边三角形.然后把毎 
一个三角形的底边 抹掉. 这种三角 
形将有十二个.然后在得到的图形 m 42.e 

的外部线段上，作一个边 长为* /9的等边三角形.这样的三角形 
有48个.依次得到的图形的周长是9«, 12«，1物， … ，因而这些周 
长变为无穷大.然而极限图形的面积却是有限的.因为，由众所 
周知的等边三角形的(用边长表示的)面积公式，即如果边长是 h 
面积就是因此原三角形的面积是 [(8»)V4]V1 ■.第 
一次得到的三个三角形增加的面积是 3(«V4) n ^. 因为下一次 
增加的三角形的边 长是* /3,且数目是12个，所以增加的面积 
.是12(*/3)%^/4-(* 3 /3)#.于是面积的和等于 

Vs " 士妥 +•••, 

,是 -- 个无穷的几何级数(第一项除外)，公比是 4/9. 所以 

Peano 曲线和 Hilbert 曲线也产生了这样一个问题,即我们所 
说的维数究竟是什么？正方形本身是二维的，、但是当它作为一条 
曲线的连续的象的时候，它就应该是一维的了.此外， Oantor 曾经 
证明,一条线段上的点能够和正方形的点建立一一对应（第41章 








第 7 节).虽然这不是连续地从线段到正方形的对应，或者其它的 
什么方法，'但它确实证明了维数不是点的多少的事情.它也不是为 
了固定点的位置而需用的坐标个数（如同 Riemann 和 Helmholtz 
曾想过的那样)，因为 Peano 曲线对每一个 < 值，指定唯^的 （*, 
9). 

这些困难使我们看到，几何的严密化确实还没有回答所有出 
现的问题.许多问题是由下一个世纪的拓扑学家和分析学家解决 
的.围绕着*本概念的问题不断出现,这一事实本身再一次说明， 
数学不是象一个逻辑结构那样发 择的. 步入新的领域，甚至完善 
化旧的领域，都揭示出一些新的不容怀疑的缺陷.除了曲线和曲 
面问题的解决之外，我们还需要看见，通过分析的基础工作（即实 
数系)以及几何的基础工作，严密性的最后阶段是否已经达到了. 
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十九世纪的数学 



1. 十九世纪发展的主要特征 

和前两个世纪一样,十九世纪数学上的进展,给数学带来了较 
大的变化.这些变化，在一年又一年的发展中，几乎是觉察不到 
的，但是对它们自身，以及对未来发展的系响，都是极为重要的. 
题材的巨大膨胀，新领域的开辟，以及旧领域的扩大，这些自然都 
是明显的 .. 代数学受到 Galois 的全新的 剌激； 几何学也再次活跃 
起来,并由于非 Euclid 几何的引入，以及射影几何的复兴,而发生 
了根本性的 变化; 数论发展成解析 数论; 分析学则由于复变函数论 
的引进，以及常微分方程和偏微分方程的发展，而无可估量地扩大 
了.从技巧性发展的观点看，雀变函数论是新的创造中最为重要 
的. j 从智力的重要性,以及最终影响数学本性的角度李看，最重 
大的发展还是非 Euolid 几何.我们将要看到，它的影响带来的革 
命性远比我们迄今为止所指出过的要多得多.这个世纪初期给数 
学研究划定的框框在一切方面都被突破了，数学爆炸成了上首个 
分支.新成果的洪流，尖锐地否定了十八世纪末占主导地位的一 
种意见，认为数学的资澦已经枯竭了 • 

十九世纪时，数学活动在其它方面也扩展了.作为学术民主 
化的必然结果，数学家的人数剧增.虽然德国、法国和英国是主要 



柏林科学院都不相同，国家科学院并不是作为提出和评论论文的 
科学聚会场所.它出版一种 杂志： 《科学院进展 
the Academy). 为研究人员聚会，提呈科学论文，以及保证出版 
刊物，许多数学学会都组织起来了（第26章第6节).到这世纪 
、末，部分或全部登载数学研究的刊物，增加到约种.1897年 
开始了每四年召开一次国际性会议的做法. 

,与数学活动的爆炸性扩张同时产生的，是一种不很健康的发 
展.许多学科变成了自封的，它们各有自己的特殊术语和研究 
法.任何学科的研究都承担着许多较专门的和较困难的问题，因 
而都要求愈来愈巧妙的思想、丰富的启发、以及较为隐晦的论证. 
为了取得进展，数学家们一定要有大量理论上的背景和技术上的 
熟练.专业化的铖向在 Abel、Jacobi, Galois, Ponoelet 及其他人 
_ 一些工作中已明显可见.尽管有些人通过诸如群、线性变换和 
不变量之类的柢念,把重#芦在许多分支之间的相互联系上，但总 
的效果还是分离成许多不_的而且互不关联的部分. Felix Klein 
牟1893年确实 认为: 各个分支的专业化和脱节现象可以用刚才说 
过的那些概念来克服.但是这个希望落了空.虽然 Poinoart 和 
Hilbert 几乎是通才，但 Caiwhy 和 Gauss 毕竟是了解这整个学科 
的最后两个人. 

-从十九世纪开始,人们发现,有些数学家只是在数学的一些小 
角落里工作；非常自然地，每个人都认为自己的领域比别人的重 
要.他的论文不再面向广大的公而只是为着专门的同行.绝 
大多数文章不再包含它们与数学+较大问題之间拍联系的任何象 
征，从而几乎不容易被许多数学家所接受,当然更谈不上适合更多 
人的胄口了. 






除了题材方面的成就之外,十九世纪重新引进了严密的证明. 
不當々％的激学穿对他们的结果的可靠性是怎样想的，事实 是:从 
大约公元前200年起到1870年前后为止,几乎整个数学都建基于 
经验的和实用的基础之上.从明显的公理出发进行推理证明的观 
念早已看不见了.数学历史的惊人发现之 一晕： 在它的内容如此 
广泛扩展的二千年中，这门学科的这个理想目标(严密论证)事实 
上是被忽视了.虽然（特别是 La^-ange) 对于分析的严密化作过 
一些早期的努力(第19章第7节)，但 Lacroix 却发表了更为独特 
的见解(第26章第3节). Fourier 的工作使得近代分析学者对之 
毛骨悚然.对 Poisson 说来，导数和积分只不过是差商与有穷和的 
缩写.从 Bolzano 和 Caudiy 开始的建立基础的运动，毫无疑问 
是由于担心那些急剧澎胀的依靠在微积分松软基础上的大量数 
学.这场运动由于 Hamilton 发现了不适合交换律的四元数而得 
到了加速，这个发现当够是对不加批判地接矣数的原则的一种挑 
战.但更引起骚动的还是非 Euclid 几何的 创立. 它不但摧毁了 
公理的自明性和浅显可接受性这些观念本•身，而且还揭露了 
在整个数学中一直被看成是最牢靠的证明中的不充分性.数 
学家们意识到了他们过去是易于受骗上当并且是板靠在直觉 
上. 

到1900年，严密地建立数学的目标似乎已经达到了，数学 
家们几乎都为这一成就自鸣得意.在巴黎第二次国际会议±, 
Poinoar6 夸 耀道: “我们是否已最终地达到了绝对的严密性了 
呢?在它进程的每个阶段上,我们的先驱者们都相信他们已经达到 
了.如果他们是受骗了，那么,难道我们就不会象他们一样受骗吗？ 
……在今天的分析中,如果我们小心翼翼地尽力严密，那么只有三 
段论法或诉诸纯粹数的直觉是不可能欺骗我们的，所以现在对以 





说，绝对的严密是已经达到了当人们考察数系和几何学的基础 
的关键性结论时,以芦在此数系上建立起来的分板时，人们.可以饕 
到这种心满意足的理由.数学现在已有了几乎所有的人都乐于接 
受的基础了. 

无理数、连续性、积分和导数，这些基本概念的确切表达方式 
没有受到所有的数学家的热烈欢迎.许多人并不慷得 8-S 语言， 
.反而认为确切的定义对于了解数学,甚至对于严密的证明,都是不 
必要的，只是一时的爱好.尽管出现了没有导数的连续函数，填满 
空间的曲线，以及没有长度的曲线这类惊人的事情，但他们仍觉 
得,直觉已是足够好的了 .EmilePioard 就偏微分方程中的严密性 
说 道：“ ……真正的严密应该是多产的，与此相反的另一种严密则 
是纯粹形式的、令人厌倦的.它只不过是在它所触及的问嗶上投 
一个阴影罢了 .” (a) 

尽管几何早已被严密化了，但严密化运 动的了 个直接后果却 
是，数和分析跑到几何前头去了.在非£ 1 10!^；| ;| 何创立的当时及 
以后，数学家们认识到了，他们 i 接受 Eudid 几何的证朗中曾经 
不知不觉地依赖于直观的基础，他们害怕在所有的几何推理中还 
会继续这样,因而宁愿要一个建筑在数上的数学.许多人赞成继 
续前进，并且在数的基础上建立起整个的几何学，而按照已说过的 
方法,通过解析几何，这是可能办到的.于是许多数学家谈论着数 
学的算术化，其实比较确切地说，应是分析的算术化.关于这一 
点, : Plito 说 :“上 帝永远在进行几何化直至这世纪中叶， Jacobi 
还说： “上帝一直在进行箅术化.”在第二次国际会议上， Poinoarfi 
明确 地说： “今天，分析中只剩下整数以及有限的与无琅的整数系 
统了，岑些系统是用一簇等式或木等式的关系联系起芣的7正如 
我们所说的，数学已经算术化了 Pascal 说过 :“一 切超越了几何 




的都超越了我们的理，力. ” <8> 1_ 年时，数学家们却乐意说 ：“一 
切超越了算.术的都超“了我们的理解力 

数学的逻辑基础的建立——不管这基础是几何还是代数一 
进一步使数学从形而上学中脱离出来.数学的推理步骤在基础上 
和合法性上的含糊不淸之处,在十八世纪和十九世纪早期,都由于 
引用形而上学的论点而蒙混过来了.这些论点虽然从来没有明确 
地说出来，却是被用来作为解释数学的依 据的. 实数和几何的公 
理化给了数学一个清晰的、独立的、而且是自足的基础.这样就不 
必再去求助于形而上学了.正如 Kdviii 觔爵评价的 那样： “数学 
是仅有的好的形而上学 

数学的严密化可能已经满足了十九世纪的需要，但它也教给 

了我们进一步发展产密化的一些亊情.新建立的逻辑结构可能保 

证了数学的牢 靠性; 但是这种保证多少有点虚假.结果是，没有哪 
一条算术的，或代数的，或 Euclid 几何的定理被改变了，而分析中 
的定理也只是要求更加小心地陈述罢了.实际上，这些新的公理 
结构和严密化所作的一切，本质上都是数学家们过去就已经知道 
了的.确实,与其说这些耸理能推断出什么舍理，倒不如说它们只 
能承认那些现成的定理.所有这一切都意 昧着： 数学不是依靠在 
逻辑上，而是依靠在正确的直 觉上. 正如 Jacques Hadamard 指 
出的，严密仅仅是批准直觉的战利品;或者象 Heiniann Weyl 说 
的,逻辑是指导数学家保持其思想健康和强壮的卫 生学. 


2 . 公理化运动 

• 数学的严密化是通过各个分支的公理化来完成的.按照我们 
在第41章和第42章观察过的样板来看，公理化发展的实质就是： 
从一些不定义的术语出发,这些术语的性质由公理规定;工作的目 





标是导出这些公理的推论.外，对每个系统必须确立这些公理 
的独立性、相容性以及结构规定性(在前两章中我们已经考査过这 
些概念). 


二十世纪初期，公理化方法不仅使许多旧的和新的数学分支 


的逻辑基础得以建立，而且也确切地揭示出每个分支以哪些假定 


作为基础，并使得有可能比较和弄淸各个分支间的联系.对于这 


个方法的价值， Hilbert 是很热情的.在讨论到由于把数学.的各 
个分支建立在牢靠的基础之上，因而它大致已经达到了完满的状 
态时， Hilbert 评 论道: w 


的确，不管在哪个领域里，对于任何严正的研究精神来 
说，公理化方法都是并且始终是一个合适的不可缺少的 
助手；它在逻辑上是无懈可击的，同时也是富有成果的； 
因此它保证了研究的完全自由.在这个意义上，用公理 
. 化方法进行研究就等于用已掌握了的东西进行思考.早 
年没有公理化方法的时袈，人们只能朴素地把某些关系 
作为信条来遵守，公理化的研究方法则可去掉这种朴素 
性而使信仰得到利益. 

Hilbert 在他的“公理化思想”的最后一部分 (5> 中再一次赞扬 
了这个 方法： 


俺够 成为数学的思考对象的任何事物，在一个理论的建 
立一旦成熟时，就开始服从于公理化方法，从而进入了教 
学.通过夹进到公理的更深层次……我捫能够获得科$ 
思维的更深入的洞察力，并弄$楚我们的知识4统一性1 



特别是，得力于公理化方法，数学似乎就被请来在一切学 
问中起 领导的作用. 


许多数学家趁此机会,通过略去、否定或用一些别的方式改变 
所建体系的公理，来探索新问题.这个活动，以及数学各个分支的 
公理基础的建立，叫做公理化运动.它延续为一种时髦的活动. 
其所以有这样巨大的吸引力，部分是由于在几个主要分支的牢固 
公理基础建立之后,刚才所说的那些变化,相对来说是比较容易入 
门和探究的.然而，数学上任何新的发展，总是吸引着这样的人 
们: 他们寻求大有开发余地的领域或真挚地相信，数学的未来就在 
那个特殊的范围之内. 


3. 作为人的创造物的数学 

从数学未来发展的角度看，这个世纪发生的最重要的事情是, 
获得了数学与自然界的关系的正确看法.对于我们评述过他们工 
作的许多 A 说来，尽管没有讨论过他们的数学观点，但是象希腊 
人、 Descartes、Newton, Eulei 和许多别的人，我们却说过，他们 
相信数学是真实现象的准确描述，并且认为他们自己的工作揭示 
了天地万物的数爭设计.•数学确也研究抽象，但并不比物理对象 
(或事件）的理想形式更抽象.甚至象函数和导数这类概念，也是 
为真实现象所要求的,并且是为描写它们服务的. 

除了已经说过的支持这种数学观点的人之外，数学家们对于 
' 几初 学里空 的 维数的限制，更清楚地表明了数学与实际联系得何 
等密切.例如，在《天体》的第一卷里， Aristotle 就说 :“直 线在一 
个方向上有大小,平面在两个方向上有大小,而立体在三个方向上 
有大小；除此以外，就没有其它的大小了，因为这个三已经是全部 
了 …… . 不同种的大小之间不能转化，臂如从长度到面积，从面积 




和 Leibniz 也都考虑到第四维的可能性，但都认为荒谬而排除了. 
事实上，只要代数被束缚于几何，则多于三个量的乘积就会被拒 
绝. Jacques Ozanam 指出过，一个多于三个字母的乘积将是“有 
多少字母就有多少维数”的一种度量,“但这只能是一种想象，因为 
在自然界里,我们并不知道任何一个多于三维的童 . ” 

甚至在十; fL 世纪初期，数学上的高于三维的几何学还是被拒 
绝的. Mobios 在他的《重心的 计算》 {Der barycentrische Oalcul, 
1827) 中指出，在三维空间中两个互为镜 i 的几何图形是不能重迭 
-的,却能够在四维空间中迭合起来.但_来他又说 (fl) : “然而，因为 
这样一种空间是不能想象的，所以迭、合是不可能的直到 I860 
年代， Ktunmer 还嘲弄四维几何的思想.当然，只要把几何学与 
物理空间的研究等同起来，则所有这些人对于高维几何的非难就 
都是正当的了. 

但是数学家们无意中逐渐引进了 一些没有.或很少有直接物理 
意义的概念，其中负数和复数是最令人费解的.因为这两种数在自 
然界中没有“实在性 (reality)”, 所以直到十九世纪初，虽已经常被 
人使用，但仍然受到怀疑 .. 把负数当作是直线上一个定向的距离， 
把复数当作是平面上的点或向量，这种几何解释, 虽然如 Gauss 后 
来所说,给予负数和复数以直观意义并使它们成为可以接受的，但 
是可能因此推延了数学处理人为槪念的实现.到后来，四元数、非 
Euclid 几何、几何中的复元素、 w 维几何、稀考古怪的函数，以及 




超限数的引进，则迫使人们认识到数学的人为性 (artificiality). 

非 Euclid 几何对这方面的冲击前已提过（第36章第8节)， 
现在必须考察《维几何的影响.《维空间的概念在 fAIembert， 
Euler 和 Lagrange 的分析著作中无关紧要地出现了 . D’Alembert 
在《百科^书》的“维数 (dimension)” 一条中提议把时间想象成第 
四个维数. Lagrange 在研究化二次型为标准型时无意中引进了 
»个变量的二次型.他在他的《分析力学》(1788)和《解析函数论》 
(1797) 中，也把时间作为第四个维数.在后一著作中，他说 ：“这 
样，我们可以把力学看成是一种四维几何学，而把分析力学看成是 
解析几何的一种推广 . ” Lagrange 在他的著作中把三个空间坐标 
和表示时间的第四个坐标置于同等地位.更进一步，1828年 
George Green 在他的关于位势理论的论文里，毫不犹豫地考虑了 
n 维位势问埋;关于这个理论, 4说，“已经不再象过去那祥局限于 
空间的三个维数了 

在《维数上的螽些早期的瓜葛， 并不是 有意要作为几何学本 
身的研究.它们只是不再受到几何束缚的分析工作的自然推广. 
引入 n 维语言，部分原因只是作为分析思维的一种便利和帮助. 
把(物 ，…， 叫)看成一个点，而把《个变量的一个方程看成是》维 
空间的一张超曲面.用三维空间中这些术语的意义来思考，有助 
于人们 鉍得对分析工作的洞察力.事实上， Oauohy 确实强调过， 
n 维空间的概念在许多分析研究中是有用的，特别是在数论中. f7> 

严肃地研究《维几何在十九世纪也进行了，虽然并不意味着 
有一个《维的物理空间.这门抽象几何的英基人是 Grassmaim. 
在他1844年的《扩张研究》(山中，人们可以找到 
完全一般的 n 维几何的概念. Grassmaim 在1846年发表的一篇 
扎记中写道： . 



我的扩张.的演莽建立了空间理论的柚象 基础； 即它脱离 
了一切空间.的直观,成为一个纯粹数学的科学；只是在对 
[物理]空间作特殊应用时才构成几何学. 

然而扩张 演拜中 的定理并不单单是把几何结果翻译 

成抽象的语官；它 h 有非常一般的重要性，因为普通几何 

受[物理]空间的三个维数的限制，而抽象科学则不受这 
个限制. 


Graasmaim 附带又说，通常意义的几何学:不适当地被看成是 

纯粹数学的一个分支,其实它是应用数学的一个分支,因为它研究 

的课题并不是由智力创造的，而只學客观提供给它的.它研究物 

质.伹他又说，应当能够创造出一种纯粹智力的课题，它把“扩 

张”当#一种概念来研究，而不是研究感官觉察到的空间.这样， 
Grasamaim 的工作就成为一种发展学术思想的观点的代表作，碑 
认纯粹思维能够建立在可以有也可以没有物理应用的任意结构 
上. 

与 Gra^mann 相独立， Caylay 也承担了用分析方法研究《 
维几何的任务.而且，如他 所说： “无需求助于任何形而上学的概 
念.”在1846年的《剑桥数学杂志 》 {Cambridge Mathematical 
/ournol) 上， Cayley 发表了 ％维解析几何的几章” (8> . 这个著作 
给出了 n 个变量的分析结果，当7»-3时，叙述的是关于曲面'的已 
知定理;尽管在《维几何学中他没有作出什么特别新奇的东酋，但 
柢念是完全抓住了的. 

同时， Riemann 在他的1864年的《试用讲义 
叩)中写了 “莫定几何学基础的几个假设.”他毫不犹豫地研 
究《维流形，虽然他主要关心的是三维物理空间的几何.那些遵 
循这篇基本文献的人—— Helmholtz, Lie, Ohristoffel, Beltrami, 


(8) 4.119^121-CoOected Math. Paport, 1, 65 〜 62. 








Lipsohitz, Darboux, 及其他一些人 一 继续做了 rt 维空向方面的 
工作. 

«维几何的概念即使在引进以后很长一段时期，还是受到一 
些数学家的顽固的抵抗.同负数、复数的情形一样，在这里，数学 
超越了经验提供的概念前进着，因而数学家们就不得不领悟到，他 
们的学科要能够考虑思维创造的概念，而如果说他们的学科曾经 
是自然界的一种复写的话，那么今后就不再是这样了. 

可是,大约到 I860 年以后,人们才接受了这样一种观点, BP 数 
学能够引进升研究一些相当任意的概念和理论，或者象四元数那 
样，它们没有直接的物理解释，但却是有 用的； 或者象《维几何那 
样，它们满足一种普遍性的要求. Hankel 在他的《复数系理论》 
{Theorieder oornpleam ZahlensysteTM, 1867,第 10页）中为数学 
辩护,说它是“纯粹的智力,一种纯粹的形式理论，其对象不是量的 
组合或者它们的表象——数，而是那些可以对应于实际事物或实 
际关系的思维的东西,即使这种对应并不必要 

Oantor 为了捍卫他所创造的超限数，说它是一种存在的、真 
正确定的量时，主张数学和其它领域的区别在于它自由地创造自 
己的概念，而无需願及是否实际存在.1883年他说“数学¥它 
自身的发展中完全是自由的,对它的概念的限斜只 在于: 必须是无 
矛盾的并且和先前由确切定义引进的概念相协调.……数学的本 
质就在于它的自由 . ”他喜欢用“自由数学”这个名词，胜过于用通 
常说的“纯粹数学”. 

数学的新观点也英延到了老的以物理学为基础的分支. 
Alfred North Whitehead 在他的《—般代数 》 (Urmend Algebra, 
1898,第11页) 中说： 

……代数变换法则的合法性是不依較于算术的.如果有 





则虽是由算术提供的，但却不依赖于它.代数法则完全 
依靠约定，用以表达某些把符号分组的模式必须被认为 
是等同的.这就给形成代数符号的记号指定了一定的性 
质. 


代数学是与含义无关岛一种逻辑发展.“显然我们可以用我们愿 
意用的任何符号，并按我们选定的任何法则去处理它们”（第4 
页). Whitehead 指出，符号的这种任意处理可以是比较随便的，. 
而只有那些能被賦予某种意义的或具有某种应用的解释才是重要 
的. 

几何学也割断了它与物理实在性的联系.正如 Hilbert 在他 
1899年的《基础》中指出的，几何学所说的东西，其性质是由公理. 
规定的.虽然 Hilbert 所说的只是为了考察数学的逻辑结构这个 
目的而必须用来探讨数学的一种战略，然而他支持并鼓励了数学 
是与自然界里 的概念 和法则全然不同的这样一种观点. 


4•真理的丧失 

那些在真实世界里没有直接对应物的概念之被引进并逐步被 
接受，确实迫使人们承认数学是一种人为的并且多少带有任意性 
的创造物，而不仅仅是从自'然界里引导出来的本质上是真实事物 
的一种理想化.但是随着这种认识的深化，带来了更加意女深远 
的发现 一3 数学并不是关于自然的一堆真理.使真理的争论得以 
展开的是非 Euolid 几何，虽然它的冲击被几乎所有的数学家 
(除了少数几个之外)所特有的保守主义和封闭思想延误了.哲学 
家 DavidHmn e (1711 〜 1776) .早就 指出： 自然界并不顺应固定的 



模式和必然的 法则； 但是由 Kant ii 出来的物理空间是 Euclid 空 
间的这种观点则占统治地位.甚至 Legendre 在他的1794年的《几 
何初 步坤依 然相信 Euclid 公理是自明的真理. 

对几何学说来，至少在今天看来是正确的观点，首先是由 
Gauss 明确表述出来的.早在十九世纪初，他就认为几何学是一 
门经验科学，应当与力学并列.而算术和分析却是先验的真理 . 1 
1830年 Gauss 写信给 Bessel 说: _ 

按照我的最深的信念，在我们先验的知 识中间 ，空间理论 
与纯粹算术占有完全不同的位置.在我们关于空间理论 
的全部知识中，对作为纯粹算术的特征的必然性（即绝对 
其理）缺少完全的 信念； 我们还必须谦卑地说，如果数仅 
仅是我们思维的产物，那么空间在我们的思维之外有其 
■ 实在性，它的法則我们不能完全先验地规定. 

然而 Gauss 似乎曾经有过相反的意见，因为他也明确表达过全部 
数学都是人为的这个见解.他在1811年11月21日写给 Bessel 
的信中谈到单复变函数时 说道： “千万不要忘记，象一切数学 
结构一样，函数仅仅是我们自 己的创 造物，因而当定义失却意义 
时，人们就不应该问，它是什么？而应该问，为了使它继续有意义， 
什冬样的偁定才是方便的?” 

不管 Gaiass 对几何学持怎样的观点，绝大多数数学家还是相 
憎，在几何学里有着基本的真理 .Bolyai 就认为，几何学中的绝 
对真理就是 Eiidid 几何与双曲几何共有的那些公理和定理.他 
并不知道椭圆几何,所以在他所处的时代还不能意识到,在这些公 
有的公理中有许多条并不是所有几何所共有的. 

Riemami 在他的1864年的论文《莫定几何学基础的假设》中， 


仍然相信某些关于空间的命题是先验的，虽然这些命题并不断言 
物理空间是真正的 Euolid 空间.但是物理空间局部地是 Ewlid 
空间. 

dayley 和 Klein 对 Euclid 几何的实在性仍然恋恋不舍(参看 
第38章第6节). Cayley 在英国科学促进协会的主席致词中说. 
道:“ ……注意到 Euolid 空间长期以来一直被当作是我们经验的 
物理空间，所以几何学的命題对于 Euolid 空间不仅仅近似地是真 
实的,而且还是绝对真实的.”虽然 Cayley 和 Klein 本人都曾经在 
非 Euolid 几何方面做过研究工作，但是他们却把非 Euclid 几何看 
成是在 Euolid 几何中引进新的距离函数时得到的新奇结果.他们 
没有看到非 Eudid 几何和 Euolid 几何一样基本，一样可以应用. 

Bertrand Russel 在1890年代提出了这样一个问题^空间的 
哪些性质对经验是必需的，而且是由经验假定了的.也就是说，如 
果在这些先验的性质中任何一条被否定，那么经验就要成为没有 
意义的了.他在《关于几何基础的随笔》(及 woyon 咖 
afCho^try, 1897) 中，赞同 Euolid 几何不是一 D 先验学问这种 
见解.他断言，就一切几何学来说，倒不如认为射影几何是先验 
的.这个结论在1900年前后，从射影几何的重要性的观点来看， 
是可以理解的.然后他就把 Euolid 几何和一切非 Euclid 几何所 
共有的公理，当作先验的东西添加到射影几何里未.加进去的那 
些东西(空间的齐次性、维数的有穷性和距离的概念)使得度量成 
为可能.他又把空间是三维的以及实际空间是 Euolid 空间这些 
事看作是经验的. 

度量几何可以由射影几何通过引进一个度量而导出， Russell 
认为这件事只不过是一种技术上的成就，在哲学上没有什么重要 
性.度量几何是一种逻辑推论，是数学中的一个独立芬支，伹却不， 



是先 验的. 在对待 Euolid 几何和几个基本的非 Euclid 几何的态 
度上， Russell 不同于 Cayley 和 Klein, 他认为所有这些几何都处 
于同等的地位.因为具有上面那些性质的度童空间只有 Euolid 
空间、双曲空间和单、双椭圆空间这几种，于是11_11就断言，所 
有可能的度置空间就只有这几种，而 Euolid 空间则当然是仅有的 
物理上可以应用酌空间.其它那些空间在证明可能有别的几何学 
时，有其哲学上的重要性.现在我们回过头来看，可以说 Russell 
无非是用一种射影癖代替了 Euolid 癖. 

虽然敢学家们慢慢地才认识到 Gauss 早就淸楚地看到了的这 
一事实，即 Euolid 几何的物理真实性是完全没有保 证的； 但是他 
们逐步来到这个观点的周围，并且接受了 Gauss 的这一有关 信念： 
数学的真理存在于算术中，因而也存在于分析中.例如 KroneofcOT 
在他的《关于数的概念中就坚持算术中的规_则的真理性，但却 
、否定几何中的规则的真理性.至于 Gottlob Frege (我们在后面要 
提到他的工作)，他也坚持算术的真理性 . • 

然而，甚至算术和建立在它上面的分析，也很快地被人怀疑 

了.非交换代数,特别是四元数和矩阵的创立，明确地提出了这样 

的 问题： 怎么能断定普通数易有它是真实世界的真理这种特权般 

的性质呢？针对算术的真理性的第一个挑战来自； Helmholtz. 在 
一篇著名的论文里, (M) 他坚决 主张: 我们关于物理空间的知识只 
能从经验中来，而且依赖于用来祚为量尺和其它用途的刚体的存 
在性.后来在他的《算与置 Messen, 1887) 中，他还 
攻击了算术的真理性.他认为，把量和等同性客观地应用于经验 
是否有 意义或 有效，是算术中的主要问題.算术本身也许只不过 
是算术运算^结果的一本首尾一贯的账目罢了.它处理的是符 









号；也可以看成是一种游戏.但是这些符号却被应用于实在客体 
以及它们之间的联系，还给出关于自然界的真实作用的结杲.为 
什么这样作是可能的呢？在什么条件下这些数和运算能够应用到 
实在客体上去呢？特别是，两个客体的等同化的客观意_义是什么 
呢？还有，物理上的加法为了要同数学上的加法一样处理，必须具 
有什么样的特性呢？ 

Helmholtz 指出：数的可应用性既不是数的定律的真理性的 
一个偁然亊件，也不是它的证明.茱些种经验启示数，而数又能应 
用于这些经验. Helmholtz 说，当把数应用到实在客体上去的时 
候，这些客体必须不会自行消失,不会彼此合并,也不会分成两个. 
在物理上，一个雨点加上另一个雨点并不产生两个雨点.只有经 
验才能告诉我们，一个物理集合里的客体是否保持它们的同一性， 
使得这个集合 M 的客体有确定的个数.同样地，要想知道什么时 
候物理童之间的等同性可以应用也只有依靠经验.任何一个有关 
定童的等式论断必须满足两个 条件： 如果两个客体互换位置，它 
们必须保持 相等； 还有，如果客体《等于客体0,而客体&也等于 
客体则客体 a 就必须等于客体这样，我们就能说重童的相 
等和时间间隔的相等，因为对于这驾客体来说/等同性能够确定. 
就耳朵来说,两个音调都可以等于介于它们之间的一个音调,而耳 
朵还能分辨出原来的两个音调.在这里，等于词一个事物的事物 
是彼此不相等的.为了求得并联电阻的总电阻，我们不能把电阻 
值都加起来；我们也不能用任何一种方法把不同介质的折射率组 
合起来. 

到十九世纪末，盛行的看 法是： 数学里的一切公理都是任意 
的.公理只不过是导出结论的推理的基础.既然公理不再是关于 
包含在它里面的概念的真理，于是也就不用去管这些概念的物理 
意义了.当公理和实在之间产生某种联系的时候，这种物理意义 
至多只能是发现(真理)的向导.即使是从物理世界抽象出来的概 



4. 真理的丧失 


念也是这样.到1900年,数学已经从实在性中分裂出 来了； 它已 
经明显地而且无可挽回地失去了它对自然界真理的所有权，因而 
变成了一些没有意义的东西的任意公理的必然推论的随从了. 

许多人把这种真理的丧失和表面上的任意性，以及数学思想 
与结果的主观性本质，看成是对数学的一种否定，使他们深感烦 
恼.于是有些人采取一种神秘的观点,企图寻求对数学的实在性和 
客观性的承诺.这些数学家赞成这样一种思想，即认为数学本身 
就是一种实在,是真理的一个独立部分，数学对象所给予我们的软; 
和真实世界的对象所给予我们的一样.数学家只不过是发现这些 
概念和它们的性质罢了. Hermite 在给 Stieltjea 的信 中说: _ “我 
相信,数和分析中的函数不是我们精神的任意 产物; 它们在我们之 
外存在着，并且和客观实在的对象一样，具有某种必然性昀 特征； 

• 我们找到或发现它们、研究它们，就和物理学家、化学家及动物学 
家所做的事情一样- 

Hilbert 1928年在波降那 (Bologna) 国际会议 上说: _ “如果 
数学没有真理的话，那么我们知识中的真理、科学的存在和进步尤 
其会怎么样呢？的确，今天，在一些专门著作和公开的演讲中，经 
常出现一种关于知识的怀 癍主义 和意气消沉；这是某种我认为有 
破坏性的神秘主义 

二十世纪的一位杰出的芬析学家 Godfrey H. Hardy (1877 〜 
1947) 在1928年说 道:― “数学定理的 真伪; 它们的真实性和谬误 
性是独立于我们对它们的了解的.在莱种意义上，数学的真理是 
客观实在的一钵分.”他在《—位数学家的自白:_说 ion’* 
Apology, 1967年版，第123页)一书中表达了同样的 看法: “我相 - 
信数学的实在性是在我们吝外，我们的作用只是发现它们或观察 


(16) C. Eemite-T. Stieltjes Correspondance, Gauthier-Villara, 1905, 2, p. 398. 

(16) AmidOongresso.l, 1929. Ul^GrundOagmder Ge<metrie, 第 7 版，第 323 页. 

(17) Min4, 38, 1929, 1〜 25. 





它们,而那些被夸张地描绘成为我们的‘创造物’的定理,其实只是 
我们观察的记录 


5. 作为研究任意结构的数学 

十九世纪的数学家起先都关心自然界的研究，因而物理学 
就必然成为数学工作的主要启示.最伟大的人物，如 Ganss、 
Riemazm、Fourier, Hamilton、Jaoobi 和 Poinoar^; 次一级的知 
名人物，如 Christoffel、Ldpsohitz、Du Boia-Reymond, Beltrami， 
以及上百个其他人物，都直接在物理问题和由物理研究所提 Bi 
的数学问题上工作着.甚至被公认为纯粹数学家的人，醤如 
Weierstra^s, 也研究物理问题.亊实上，在物理问题为数学研究 
提供意见和方向方面，这一世纪比以往任何一个世纪都多.一些 
高度复杂的数学，正是为了处理这些物理问题而创建出来的/ 
Fremel 曾说过，“大自然并不被分析的困难所阻碍，”但是数学家 
们也没有被它们吓倒，而且克服了它们.至少从 Diophantns 的工 
作以来，追求内在的美学上满足的唯一主要分支就是数论. 

然而在十九世纪，数学家们第一次不仅把他们的工作推进到 
远远超出科学技术的需要，而且还提出并解答一些与实际向題无 
关的问題.这种发展的理由可以说明 如下： 二千年来关于数学是 
自然界真理的信念被粉碎了.但是现在被人们认为是任意的数学 
理论,却又在自然界的研究中被证明是有用的.虽然已有的理论， 
在历史上从自然界取得了许多 启示； 伹是或许会有单纯由精神构 
造出来的新的理论，在表现自然界方面也将被证明是有用的.于 
是数学家们感到有一种创造任意结构的自由.这个思想被用来证 
明数学研究中新的自由是正确的.然、而，到1900年，已经有的明 
显的少数几个结构，以及此后的许多^类创造物，看来_是如此之 
人为,甚至对于潜在的应用来说，也是如此之 遥远； 它们的赞助人 




也只好辩解说,这是为着它们自身及内在的要求. 

数学应当包含那些并不是直接地或间接地由于研究自然界的 
痛要而产生出来的任意结构.这种观点逐渐兴起并被人们接受 
了,于是造成了今天的纯粹数学和应用数学的分裂.和传统决裂， 
当然不能不引起论战.我幻可以用一些篇幅来弓 r 证双方的一些论 

Fourier 在他的《热的解析理论》—书的序言中 写道： “对亩然 
界的深入研究是数学发现的最丰富的源泉.这种研究的优点不仅 
在于有完全明确的目的性，还在于排除含糊不淸的问题和无用的 
计算.这是建立分析自身的一种方法，是发现至关紧要的、在科学 
里必须经常保存的思想的一种方法.基本的思 k 就是那些表现自 
然界发生的亊件的思想.”他还强调应当把数学应用到对社会有用 
的问题上去. 、 

虽然 Jacobi 在力学和天文学方面都作过第一流的工作，但 
是他还是和 Fourier 进行争论.，1830年7月20日，他写信给 
Legendre 说< 18 >: “确实地, Fourier 持有这样一种意见,即认为数学 
的主要目标是公众的利益和对自然现象作 解释; 但是,象他那样的 
一个科学家应当知道，科学的唯一对象是人类精神的光荣,基于这 
点,一个数[论]问題就和一个关于行星系的问题一样有价值 . ” 

在这整个世纪;当许多人被纯粹数学的倾向搅扰的时候,反对 
的声音也喊出来了. Kroneoker 写信给 Helmholtz 说:“您的合情 
合理的实际经验以及有兴趣的问题，造成的财富将给予数学以新 
的方向和新的剌激.……片面的、内省的数学思索把人们引向不 
毛之地 

Felix Klein 在他的《陀螺的数学理论 Theory 
of the Top , 1897, 1-2 页)中 提出： “纯粹科学和物理学中有纯粹 
科学最重要应用的那些部门,应该再一次把它们密切结合起来，在 




Lagrange 和 Gauss 的工作中证明了这种结合是非常有成果的，它 
们是数学科学最需要的礼品本世纪初， Emile Hoard 在《近代 
科学及其实际状况 》 {La 'Science moderm et son Hat actud , 1908) 
的演讲中,对抽象化的趋势和没有意义的问题提出了瞀告. 

稍后， Felix Klein 再次直截了当地说， (w> 他担心创造任意结 
构的自由会被滥用.他强调说，任意结构就是“一切科学的死亡. 
几何学的公理……不是任意的，而是切合实际的陈述.一般说来， 
它们是由对空间的知觉归纳出来的，它们的确切内容则是由权宜 
的办法确定的为了判断非 Euolid 几何公理， Klein 指出，视觉 
只能在一定限度内验证 Euclid 平行公理.在另一场合，他 指出： 

“有自由特权的任何人都应当/承担义务.”所 谓“义 务”，他指的是 

在对自然界研究中的贡献. 

不顾这些告诫，抽象化的趋势，为推广而推广的趋势，以及 

对任意选择问題的追随，仍旧继续着.为了探讨许多有联系的具 

体问題而去研究一整类问题，为了求得一个‘问題的实质而进行袖 
象； 所有这些合理的需要都成为在自身内并为自身而进行推广和 
抽象的借口. 、 

多少也是为了反对把这种趋势推广开来， Hilbert 不但强调 
具体问题是数学的鲜血，而且还不辞劳苦地于1900年宣布了共有 
二十三个未解决的问题的一览表(见参考书目），在巴黎第二次国 
际数学家大会上，他在演讲中把它们一一梦列. Hilbert 的名望伲 
使许多人研究这些问题.没有任何一种荣誉能够比解决由这样一 
位伟大人物提出来的问题 M 令人神 往了. 但是自由创造、抽象化 
和推广的势头还是没有被堵住.数学从自然界和科学中解脱出 
来，继续着它自己的行程. 







6. 相容性问题 

从逻辑观点来看，在十九世纪末，数学是一堆结构，每个结构 
都建立在它自己的公理体系上.正如我们已指出的，任何这样一 
个结构所必备的性质之一是它的公理的相容性.只要数学还被看 
成是关于自然的真理，则出现互相矛盾的定理的可能性就不会发 
生； 而且实际上这种思想将会被认为是荒谬的.当各种非 Eudid 
几何被创造出来的时候，它们与客观存在在表面上的偏离，确实引 
起了对非 Euclid 儿何公理相容性的疑问.正象我们已看到的，问 
埵是这样解决的，非 Euclid 几何的相容性依赖于 Euclid 几何的 
相容性. 

到_1880年代，无论是算术还是几何都不是真理的实现的认 
识，迫使人们去研究这些分支的相容性. Peano 和他的学派从 
1890年代开始考虑这个问題.他相信能够提出弄清相容性的明 
确的判别法.然而有几件事证明他错了.在偎定箅术公理相容性 
的基础上， Hilbert 确实成功地建立了 Euolid 几何的相容性（第 
42章第3节)：但是算术公理的相容性还是没有建立， Hilbert 把 
这个问趣列为他在1900年的第二次国际会议上提出的一览表中 
的第 二个; 在他的 《公 理化 思想: KA3iomatiaohesDenken) <20 4 ，他 
又把这个问题强调为数学基础的基本问鹿.其他许多人也觉悟到 
这个问题的重要性.1904年 Pringsheim(1860 〜 1941) 强调过 
数学所寻求的真理正好就是相容性.有关这个问题方面的工作， 
我们将在第51章中再进行考察. 



7 .向前的一瞥 

从1600年以来，数学创造的步幘一直在加大，二十世纪肯定 
也是这样.在十九世纪里所从亊的许多领域，在二十世纪进一步< 
得到了发展.然而在这些领域里，较新的工作的详细情况可能只 
有专家才感到兴趣.所以我们把二十世纪里的工作的报告只限制 
在一开始就在这时期占突出地位的那些领域.而且，我们将只考 
虑这些领域的开头部分.要想恰当地评价这世纪第二个和第三个 
25年的发展，现在未免太近了.我们注意到，在过去曾经精力旺 
盛地热情地从事过的许多领域，曾被它们的拥护者誉为数学的精 
髓所在,其实只不过是一时的爱好，或者在整个数学的征途上只留 
下少许的影响.上半世纪有信心的数学家们可能会认为他们的工 
作是最重要的，然而，他们的贡献在敢学史上的地位，现在还是不 
能确定的. 
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实变函数论 


如果 Newton 和 Leibniz 想到过连续函数不一定有导 
数——而这却是一舨情形,一那么微分学 k 决不会被钢 
造出来， 

Emile Picard 


i* 起 m 

一元或多元实变函数论的产生，是为了理解和弄清十九世纪 
的一系列奇怪的发现.-连续而不可微的函数，连续函数的级数其 
和是不连续的，不逐段单调的连续函数，具有有界的但不裹 
Riemann 可积的导数的函数，可求长的但不符合微积分中弧长定 
义的曲线，以及作为可积函数序列的极限的不可积函数 一 这一 
切看来都与函数、导数和积分所期望的性态相矛盾.进一步研究 
函数性态的另一个动机，来自 Fourier 级数的研究.由 Diriohlet， 
Riemann, Cantor, Ulifiee Dini (1846 〜 1918), Jordan, 和十九世 
纪其他数学家们建立起来的 Fourier 级数理论，对于应用救学而 
言，当时已是一个相当令人满意的工具.但是，那时发展起来的这 
种绎数的性质，却不能给纯粹数学家以一个满意的理论，函数和 
级数之间关系的统一性、对称性和完备性仍吿阙如. 

函数论研究的重点是积分论，因为看起来大多数不合适的地 
方都能够通过扩充积分的概念来解决.因此在很大程度上，函數 
论的研究可以看成是 Riemann, Darbotix, Du Bois-Reymond, 
Cantor 和另外一些人(第40章第4节)的工作的直^继续. 




2.Stie]t 户积分 119 夏 V 


2. Stieltjea 积分 

实际上，积分概念的第一次扩充,是从完全不同于刚才所说的 
一类问題中来的 .1894 年 Stieltjes(1866 〜 1894) 发表了他的《连分 
数的 研究， (Reoherohes sur les fractions continues), a, 这是一篇 
很有独创性的论文,他从一个非常特殊的问题出发,并且解决得非 
常漂亮.在这篇文章里提出的几个问题，在解析函数论和一元实 
变函数论里，本质上都是全新的.尤其是为了表示一个解析函数 
序列的极限, Stieltjes 被迫引进了一种新的积分,推广了 Riemaim- 
Darboux 的概念. 

Stieltjes 把质量沿着一根直线的正的分布看成是点密度概念 
的推广（当然，点密度的概念是早已被应用了的).他注意到这样 
一种质董分布可以用一个递增函数 0(*) 给出， 0(®) 表示在区间 
[0, aqO»>t)) 上的总质童，洽的跳跃点对应着质量在这个点集中. 
对于皀间 [«, 6] 上的这样一种分布,他明确地写出 Riemaim 和 

复/⑹⑽ + 1 )-洽(*‘))， 

其中 ® •是[«， &] 的一个分划，而厶位于[叫，斯 +1 ]中. 
然后他证明了，当/在 0,6] 上连续，分划的最大子区间趋于零 
时,这个和趋于一个极限，他把这个极限记作£ /(*) 邱 (》). 虽然 
Stieltjes 在自己的著作中用了这个积分，但他除了对区间 (0, oo) 
定义 

£> (*) 坤 ⑷《52 £ / 0 * 0 # 0 ) 

以外,并投有进一步推进这个积分概念. 


一直到很久以后，当 Stieltjes 积分确实找到了许多应用的时 
候(见第47章第4节)，他的积分概念才被数学家们采用. 


3. 有关容量和测度的早期工作 

沿着完全不同的另一条思想路线，导致积分概念的不同推广 
的，就是 Lebesgue 积分.因为函数不连续点的广延决定了函数 
的可积性，所以研究函数的不连续点集,就提出+怎样度量它的广 
延或“长度”的问题.容量 (content) 理论及后来的測度论就是为 
了把长度概念扩充到普通直线上的非完整区间的点集而引进的. 

容量概念建基于下面的 思想： 考虑一个按某种方式分布在区 
间 [«, &] 上的点集丑.暂时放宽些条件，假定 E 中的点都可以被 
0, 6] 的小子区间包围或覆盖,使得的点或者是 [«, 6] 的子区 
间的内点，或者是子区间的一个端点我们愈来愈缩小这些子区 
间的长度，为了继续包住丑的点，如果必要，可與苒添加些别的子 
区间，但总的说来，要缩小这些子区间的长度的总和.覆盖住£?的 
点的那些子区间的长度的总和的最大下界就称为丑的（外） 容置 • 
这种不严格的形式并不是最后被采用的确定的概念，但它可以用 
来指明人们想干什么. 

(外)容量概念是 Du Bds-Reymond 在他的《—般函数论》 - 
(Die allgemeineFmlctionentheorie, 1882) 中， Axel Harnabk(186l 
〜 1888) 在他的 《 微积分原理 ： Elemente der Differential mA 
Integralrec/mimg,1881) tf, 以及 Otto Stolz( 2 ) 和 Cantor (8) 给 出的. 
Stolz 和 Cantor 还用矩形和立方体等代替区间，把容量柢念扩充 
到二维和高维点集. 

不幸的是，容量概念的使用，并不是在所有方面都令人满意 







的，然而却揭露了存在 # 正容量的无处稠密集(即一个区间上的集 
合，在该区间的任一子区间内它都不稠密)，而以这样一个集合为 
不连续点集的_数在 Riemann 意义下是不可积的.同时还揭露 
了，具有有界的但不可积的导数的函数也存在.但在1880年代， 
数学家们都认为 Rieinaim 的积分概念是不能推广的. 

为了竞服上述容量理论的局限性，并为了把一个区域的面积 
概念严密化， Peano (« 无穷小计算的几何应用 》 {AppUcdzwni 
geometriche del calcolo infimte»imaU), 1887) 引进了一个比较完 
满的并作了多次改善的容量概念.他引进了区域的内容量和外容 
量.假定考虑的是二维区域.这里的内容量是包含在区域 ■« 内 
的一切多边形区域的最小上界，而外容量是包含区域 B 的一切多 
边形的最大下界.如果内容量和外容量相等，这个公共值就是区 
域5的面积.对于一维点集，思路是类似的，只须用区向代替多 
边形. Peano 指出，如果/⑻在 [ a , 6] 上非负，则 

而 ^fdx-O t {R) y 

其中第一个积分是/在 [a, 6] 上的下 Riemaim 和的最小上界，而 
第二个积分是上 Riemann 和的最大下界； 0,(5) 和 0.(5) 分别 
是由/的图形所围成的区域丑的内、外容量.因此，为要/是可 
积的,必须且仅须5具有在•认 (5) -0.(5) 意义下的容量. 

在十九世纪的容量理论中，最先进的一杀是 Jordan 迈出的 
(他把容量叫做 itmdm). 他也引进了内容量和外容量，⑷但概念 
陈述得更有力.他的关于 [«, 6] 中点集五的容量的定义，是从外 
容童出发的.用[?， &] 子区间的一个有穷集合覆盖及，便得五的 
每一点是某个子区间的内点或埔点.那些至少含有丑的一个点的 
所有子区间的长度总和的最大下界便是丑的外容量.内容量则定 
义为那些只含有丑的点的 [«, 6] 的子区间的长度总和的最小上 
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界.如果丑的内容量和夕1：容量相等，那么它就有容量.除了用矩/ 
形及其高维类似物代替子区间外, Jordan 把同一概念运用到《维 
空间的点集 y 这时 Jordan 就能够证明所谓的可 加性： 有陳多个， 
不相交的、有~容量的集合的并，其容童等于各个集合的容量之和. 

对于早期的容量理论,除了 Peano 的以外,这一点都是不对的. 

.Jordan 对容量的兴趣来源于，企图弄清楚平面区域丑上的 
' 二重积分的理论.通常采用的定义是，把平面用平行于坐标轴的 
直线分成许多正方形 ■««. 平面的这种分划导致了；被^•划成一 
些于是由定义有 

其中 《( 化)表示 A 的面积，和是对一切 ( 丑内部的抝，及含 
有 E 的点同 时也许 还含有 E 以外的点的取的.为了使积分 
存在,必须证明那些非整个地包含在丑内的風/可以忽略不计，换 
句话说，那些包含丑的边界点的 ■«« 的面积的总和，要在的尺 
寸趋于0时趋于 0. 过去,一般总是假定这舞对的，而 Jordan 本人 
在他的《分析教程*的第一版(第二卷， 1883) 中就是这样做的.然 
而当 Peano 发现了填满矩形的特殊曲线之后，数学家们就更加小 
心翼翼了.如果 E 具有二维的 Jordan 容量，那么包含 ■£? 的边界 
点的就可以忽略不计‘. Jordan 还能够得到用累次积分计算 
重积分的结果. 

Jordan 在《分析 教程增 第二版(第一卷， 1893) 中，写进了他 
的关于容量的研究及其对积分的应用.虽然 Jordan 关于容量的 
定义比他的前人优越，但也还不完全令入满意.按照他的定义 ,一 
个有界开集不一定有容量，包含在一个有界区间里的有理点集也 
没有容量. _ 

容量理论的下一步是 Borel 作出的.在处理表示复函数的级 
数收敛的点集时，他被引向他称之为测度的理论. Borel 的《函数 





4. Lebeegua 积分 t23 IV 

论讲义 》 {L^ons swf la thSorie des fcnctiom, 1898) 包含了他在这 
方面的最主要的工作.他看出容量的早期-论中的缺陷并对之作 
了补救. 

Cantor 曾经证明，直线上的任一开集 J7 必定是一族可教个两 
两不相交的开区间的并集. Boiel 利用 Cantor 的结果，不再用有 
穷个区间包围17去逼近17的方法,而是提出把一个有界开集的各 
个构成区间的长度的总和,作为这个开集的澜度.然后他定义可数 
个不相交的可测集的并集的籣度为各个测度的总和；如果2和 B 
都是可测的，并且 B 包含在4内，则定义2— B 的测度为这两个 
测度的差.由这些定义，他就能对任何可数个不相交的可测集的 
并集以及两个可测集2、 B 的差集(只要2包含 B) 賦予测度.然 
后他考虑了零测集,并证明测度大于0的集合是不可数的. 

Borel 的测度论是对 Peano 和 Jordan 的容量理论的一个改 
进,但它还不是最终的形式,而且也没有被应用到积分中去. 


4. Lebesgue 积分 

现在认为已成定形的测度和积分的推广，是由 Borel 的一个 
学生、法兰西学院的教授 Henri Lebesgue (1875-1941) 作出的. 
以 Borel 的思想为指导，当然也用了 Jordan 和 Peano 的思想， 
Lebesgue 在他的论文《积分，长度与面积》 (Inttgrale, longueur, 
aixe) 里 <6 >,第一次叙述了关于测度和积分的.思想.他的工作替 
代了十九世纪的创造，特别是,改进了 Borel 的测度论. 

Lebesgue 的积分论是建立在他关于点集的测度的_念之上. 
的，而这些槪念都被应用巧维空闻的点集上 .. 为了说明方便起 
见，我们只考虑一维情形.设丑是中的一个点集. E 的 
点可以被 [», 的中一族有限个或可数无限个区间集也 ，办， …所 
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包围而成为内点（!>， 6] 的靖点可以是某个呔的端点).能够证明 
区间集合{禾}可以被 i； 不重迭的区间集合8 2 , •••. 听代替，使 
得 E 的每一个点是其中某一个区间的内点或是两个相邻区间的 
公共端点.令2&表示长度 S, 之和.所有可能集合 {8*} 的21 
的(最大)下界称为 E 的外测度，记作 m e (E\ ■£； 的内测度 饥偶 
定义为集合 C7CB) 的外测度，这里集合 0( 奶 是丑在 [a, 幻中的 
补集,也就是中不在丑内的点所成的集合. 

现在可以证明几个辅助性的结果，包括购(切•(奶这件 
事.如果 《*«(■£?> 五)，那么集合丑就定义为可测的，而测度 

.饥(I)就是这个公共值. Lebesgue 证明，可数个两两不相交的可 
测集的并集的测度，等于这些集合的测度的总和.另外，一切 
Jordan 可测集都是 Lebesgue 可测的，并且具有相同的测度. 
Lebesgne 的测度概念与 Bore! 的测度概念的区别在于,他添加了 
Borel 意义下的零测集的部分. Lebesgne 也注意到了不可测集的 
存在^ 

Lebesgne 的下一个重要概念是可测函数.设丑是 * 轴上的 
—个弯界可测集.在丑的一切点上定义的函数/0)称为在丑上 
是可测的，如果对任意常数五中使得的点所成的集 
是合可测的. 

最后，我们来讨论 Lebesgue 的积分概念.设/0)是定义在 
[«, 6] 中可测集五上的一个有界可测函数..丧2和5是/0)在 
丑上的最大下界和最小上界.把区间 [4 玥（在 y 轴上）分成 w 
个子区间 

[•^ ， W ， Pi ， L] ， … ， P«~i ， 5], 

其中 设办是 忍中满足条件 K/(*Wr, r-1, 
2, W 的点集. 于是 e 2 ，…， 〜都是可测集.作和汉与 s, 其中 



和汉与 * 分别有最大下界/与最小上界 I. Lebesgue 证明 了：对 
于有界可测函数永远有人这个公共值就是 /(*) 在丑上的 
Lebesgae 积分,记作 



如果丑是整个区间《<*<&，那么我们还可以 用记号 £/(»)鈿 
来写.不过积分要按照 Lebesgue 的意义来理解.如果 /(*) 悬 
Lebesgue 可积的，积分值也是有穷的，那么用 Lebesgue 自己引 
进的术语来讲，就说/㈤是可和的 （summable). [« ，幻上 
Riemaim 可积的函数/⑻必是 Lebesgue 可 积的； 但反过来; f：- 
定对.如果 /(*) 在 Riemaim 和 Lebesgue 意义下都可积，那么这 
两个积分值相等. 

Lebesgue 积分的普遍性可以从下面的事实看出来. Lebesgue/ 
可积函数不一定几乎处处(即除去一个零测集外)连续.例如，在 
区间0, 6] 上的 Diriohlet 函数，在有埋数*处取值为1,在无理 
数*处取值为0,处处不连续，从而不 Riemaim^： 原义和广义)可 
积，但却是 Lebesgue 可积的.这时£/(*)釭-0. 

Lebesgue 积分的概念，可以推广到更普遍的函数，例如无界 
函数.如果 /(*) 在积分区间上 Lebesgue 可积但无界，则积分绝 
对收敛.无界函数可以 Lebesgue 可积,但不 Eiemaim 可积，反之 
亦然. 

就实用的目的来说， Blemann 积分已经够用了.事实上， 
Lebesgue 证明了关于积分法和原函数研究的 讲义 》 mr 
V integration et la recherche desfonctions primitive), 1904)： 为 
要一个有界函数是 Riemaim 可积的,必须且仅须它的不连续点集 
是一个零测集.但对理论工作来说， Lebesgue 积分提供了简化的 
便利.建立在 Lebesgue 测度可数可加性基础上的新定理，同建立 




在 Jordan 容童有限可加性基础上的结果形成了鲜明的对照. 

为了说明 Lebesgue 积分带来的定理的简化，我们就用 
Lebeegue 本人在他的论文里的结果.设 他 (*)，«…是可测 
集丑上的可和函数并且收敛到 /(*), 那么 /(*) 是可测 
的.又若 *■(»)»$ 叫 (*) 是一致有界的（对五中的一切*和一切 
n, | 知 (®)|<5), 则有定理： /(») 在五上 Lebesgue 可积，且 
J^/(*)rf*=lim J g Sn(x)dx. 

如果我们研究的是 Rtemann 积分，则还要加上这个级数的和是可 
积的这一 假设； 关于 Riemann 积分的这个定理是 Cware ArzelA 
(1847 〜 1912) 得到的 Lebesgue 在他的《积分法讲义》里把这一 
定理作为阐述他的理论的基石. 

Lebesgue 积分在 Fourier 级数理论中特别有用.这方面的 
许多最重要的贡献是 Lebesgue 本人作出的. (7> 根据 Riemaim 的 
工作,一个有界的 Riemann 可积的函数的 Fourier 系 数如和 6，， 
当《趋于无穷时必趋于 0. Lebesgue 的推 广说： 
limf/(*){ S1IlWa ； da ! -0, 

ICOSTMJ 

其中 /⑷ 是一个 Lebesgue 可积的函数，不管它是否有界.这个事 
实今天称之为 Riemann-Lebesgue 引理. 

在1903年的这同一篇文章里, Lebesgue 证 明了： 如果/是由 
三角级数表示的有界函数，即 

/(») - oos n»+K sin n*), 

则 a •和 \ 就是 Fourier 系数. 1905 年 Lebesgue 给出了使 Fourier 



级数收敛到函数 /(*) 的一个新的充分条件 <8) , 这个条件蕴含了 y 
前已知的一切条件. 


Lebesgue 还证明了- (« 三角级数 讲义》 {Legons swr Us series 
tTigonoTnetrigues), 1906, 第 102 页)： 一个 Fourier 级数之可以 


逐项积分并不依赖于这级数对/0)本身的一致收敛性.对任一 
Lebesgue 可积的函数/(⑷，不管 /(*) 的原始级数是否收敛到它, 
都有 


!"_•/(») dx=ao (®+sp) +2 士 ( 办 sin ⑽ cos «®))， 


其中*是[一刎内的任一点.而且这新级数在区间[一 5T] 上 
总是一致收敛到这等式的左边. 

此外，对 [ — A W 上的任一函数 />), 只要它的平方在[一 JT, 
M 是 Lebe^gue 可积的,就成立着 Parseval 定理： 

^\[jf(x)Vdx=2al+±(a}+b^ - 
(« 讲义1906,第100页).后来，对[一 Jr, jt ] 上 Lebesgue 平方可 
积的 /(») 及〆》), Pierre Fatou (1878 〜 1929) 证用了 (》> 

- 2ao«o+S (a^otn+bM, 


其中如， 心与 《-, 氏是 /(») 与〆 *) 的 Fourier 系数.尽管在 
Fourier 级数理论里有这么多进展，但到现在为止还不知道，在 
[_w， 上 Lebesgue 可积的 /(a?) 的什么性质对它的 Fourier 级 
数的收敛性是充分必要的. 

Lebesgue 为建立积分概念与原函数（不定积分）概念之间的 
联系尽了最大的努力.在 Riemann 引进也的积分的推广的时候， 
就提出了这样一个 问题： 对连续函数成立的定积分和原函数之间 
的对应，在更为一般的情形下是否还成立.但可以举出一些在 



Riemaim 意义下坷积的函数 / 的例子，使得 = /(*)<« 在一些点上 
没有导数(甚至没有右导数或左 导苹) . 反过来，701^ & 在1881 
年证明 : (1W 存在函数，(《0,它在一个区间I内有有界的但 
Eiemanii 不可积的导数. Lebesgue 通过曲折的分析，证 明了： 
如果 /' 在!>, 6] 上在他的意义下可积，则歹⑻出躭几乎 
处处•(即除去一 个零測 集外）有导数并等于 /(*) (« 积分法讲义 》). 
反之，如果函数17在!>, &] 上可微且它的导数〆 •/是 有界的，那 
么/是 Lebesgne 可积的,并成立着公 式:〆 》) 

然而, Lebesgue 指出，如果〆无界，则情况要复杂得多.这时，〆 
不一定可积，因而首要的问题是刻划那种函数於使〆几乎处处存 
存并且可积. Lebesgue 把自己限制在夕的一个导出数 （derived 
numbers) 处处有限的情形他证明了这时的 flf 必定是一个有 
界变差函数(第40章第6节).最后， Lebesgue (在1904年的书 
中）还建立了反过来的结果.一个有界变差函数 y —定几乎处处 
有导数且 〆可积.但是,并不一定就有 
(1) iT ⑻一咖 )-|^(0 私 

这个方程左右两边之差是一个有界 变差函 数，其导数几乎处处为 
零,但函数本身可以不是常数.至于使等式 (1) 成立的有界变差函 
数夕,则具有下述 性质： f 在一个开集17上的全变差(即夕在17的 
每一个构成区间上的全变差之和)随17的测度趋于0而趋于 0. 
Giuseppe Vitali (1875-1932) 把这种函败称为绝对连续的函数， 
并对它们进行了细致的研究. 



Lebesgue 的工作也推进了多重积分的理论.在他的二重积 
分的定义下,能用累'次积分来计算二重积分的函数的范围扩大了. 
"’Lebesgue 在⑽年的德文中乾與了这方面的一个结果，但较 
好的结果是 Guido Fubini (1879 〜 1943) 给出的:⑽如果/(*， ！/) 
在可测集上可和，贝!I 

(a) 对几乎所有的 y 和 /(®, y) 分别作为 * 和 y 的函数都 
是可和的； 

(b) 使得/(*，％)或 /(®o, V) 不可和的点（叫你)的集合的 
测度为0; 

(o) ||/(», y)dy), 

其中外层的积分是在 * 的函数（或 y 的函数 ） /(*，是可和的那 
些 y (或 *) 的点集上取的 . \ 

最后，在1910年， Lebesgue 把单重积分的导数的结果推广到 
了多重积分. (13> 对及•中每一个紧致区域上可积'的函数/,他规定 
了一个定义在疋中每个可积区域历上的集合函数 
•F (丑）一^/⑷血 

(* 表示 n 个坐标).这是不定积分概念的推广.他注意到函数^ 
具有两条 性质： 

(1) 它是完全可加的，即(瓜)，其中風•是 
两两不相交的可 测集； 

(2) 它是绝对连续的，意即当测度丑趋于0时，趋于 0. 
Lebesgue 的这篇文章的实质性部分是证明这个命题的反面， 

即定义歹(及)在《维空间的一点 •？ 处的 导数. Lebe^ue 得到了 
下面的 定理： 如果罗(瓦)是绝对连续并且是可加的，那么它就几 
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乎处处具有有穷的导数，而 f 就是一个可和函数的不定积分，这 
个函数在X的导数存在且有穷的点处就等于这个导数，而在其余 
点上则是# 意的. ' . 

证明的主要工具是 /itali 覆盖定理 (1 *>,这个定理在积分的这 
个领域里始终是基本的.但 Lebesgue 并没有就此止步.他又指 
出了推广有界变差函数概念的可能性，即考虑函数^(忍),其中丑 
是一个可测集,，(瓦)是完全可加的,并且当把丑任意分划为可数 
个可测集風*时，丨始终是有界的.还可以举出微积分 
里许多被 Lebesgue 的积分概念推广了的其他定理. 

Lebesgue 的工作是本世纪的一个伟大贡献，确实贏得了公 
认，但和通常一样，也并不是没有遭到一定阻力的.我们提到过 
(第40章第7节） Hermit© 反对没有导敢的函数. Lebesgne 写了 
一篇《关于可应用于平面的非直纹面短论》(1^01« on Non-Rnled 




我在任何时候也不曾完全让我自己去研究或思考这种函 
数.因为 Hermite 表现出来的恐惧和厌恶差不多每个人 
都会感觉到，所以任何时候，只要当我试图加入一个数学 
讨论时，总会有些兮析学者说 :‘‘ 这不会使你感兴趣的，我 
们是在讨论有导数的函数或者，一位几何学家就会用 
他的语言说 :“我 们是在讨论有切乎面的曲面 


5•推 广 

我们已经指出过 Lebesgne 积分在推广老的结果和在简洁地 
陈述级数定理方面的优点.在以后的几章里，我们还要遇到 
Lebesgue 思想的进一步应用.积分概念的许多推广是函数论的 
直接发展.在这中间，我们只准备提一下 Johann Radon (1887 〜 
1956) 的积分,它包含了 Stieltjes 积分和 Lebesgne 积分,实际上它 
被称为 Lebesgue-Stieltjes 积分^这一推广不仅使得它包括的 
范围扩大了,或者使得它统一了《準 Euclid 空间点集上的不同的 
积分槪念，而且还扩展到象函数空间那样的更普遍的空间.这种 
更普遍的概念现在在概率论、谱理论、各态历经理论以及调和分析 
(广义 Fourier 分析)中,找到了应用. 









积分方程是未知函数 _ 现在积分号内的方程，解方程的问埋 
就是要确定这个函数..我 in 不久就会看到，数学物理中有些问题 
直接导致积分方程，而另一些问顯则导致常或偏微分方程，但却可 
以把它们转换为积分方程而很快得到处理.起初，解积分方程被看 
作反积分.积分方程这个术语是属于 Du Bois-Reymond 的 .w 
在数学的其他分支中,个别的包含积分方程的问题,远在这门 
学科取得明显地位和研究方法以前，就已经出现了.例如， Lap]aoe 
在1782年〜就考虑过由 
(1) / ㈤ 0,(⑽ 

给出的梦⑷的积分方程.方程 (1) 就今天的情况说来，称为〆<)的 
Laplace 变换. Poisson< 8 > 发现了 p ⑺的表达式,就是 

其中》充分大.另一个真正属于积分方程史的谭得注意的结果， 




来自 Fourier 1811 年关于热的理论的著名文章（第28章第3 
节).在那里可以看到 


/(®)-j o oos(aji)M(0 由， 


第一个自觉地直接应用并解出积分方程的人是 Abel. 在他 
y > 最早发表的两篇文聿中（第一篇发表在 
W») 1»23年一个不出名的杂志上〜，第二篇发 

表在 Jommlfiir Mathematik ii (W ), Abel 
考虑了下面的力学 问題： 一质点从出发 
沿光滑曲线(图 46.1) 滑到点 0. 曲线位 
于一铅直平面上.在0点的速度与曲线的 
m ^ 1 形状无关，但从 P 到0所需的时间则不 
然，设 (f，r/) 是 P 与0之间任一点 Q 的坐标，*是0«的孤长，则 
质点在 Q 点的速度由 


-^-=--s/2(jr(*-0 


在这里*可以通过 f 表出.设*为《(芒).于是从 P 到0的整个 
下降时间 r 便是 


显然对任何一条曲线来说时间2 1 依赖于 Abel 提出的问 题是: 



给定了 r 作为 * 的函数，求如果我们引入 . 

/⑻ = ⑷， 

问题就变成从方程 

餘 I ：命 

确定 Aber 得到解 

他的方法(他给出了两个)很特别,因而不值得注意. 

实际上, Abel 着手解决的是吏为一般的问题： 

⑶ 0<x<1 , 

并且得到了解： 

令綠‘ 

Liouville 独立于 Abel, 自1832年起解出了一些特殊的积分 
方程 Liouville 跨出的 _ 最有意义的 一步⑺ 是表明某些微分方 
程的解怎样可以通过解积分方程得到.所要求解的微分方程是 

(3) ^+O a -<r(*)]y=0, 

其中 a<x<b ;P 是参数.设是满足初始条件 

(4) , W ⑷ -0 

的一个特解.这个函数也一定是非齐次方程 

y ,,J rp a y^<T{x)u{x) 

的解.应用常微分方程的基本结果，便有 

(B) m (») -coep(as-o) +i |*o-(^) fldn p(®-£)w(^)df. 

这样，如果我们能解这个积分方程，我们就将得到微分方程 (3) 的 




tial, 1877) 是三十年后发表的.我们将不叙述 Lionville 的方法， 
因为它实际上和 Volterra 所给出的相同,后者是我们要简略地率 
述的. 

Abel 和 Liouville 所处理的积分方程都馬于基本的类型. 
Abel 的形式是 

(6) /⑻ ■££：(*, 0«)媒， 

而 Liouville 的形式是 
⑺ «<*) 、•/(*) 

在两种情形中,/⑻与 1(®, 灼是已知的，而 w(*) 是待定的函氮 
用 Hilbert 引入的今天在使用的术语来说，它们分别属于第一类 
和第二类方程，幻称为核.一般说来，它们也称为 Volterra 
方程，而当上限是固定数6时，它们就称为 Fredholm 方程.实际 
上, Volterra 方程是相应的 Fredholm 方程的特殊情形，因为人们 
总可以取 K(x t 0 _0当 i>x, 而这样就把 Volterra 方程归结为 
Fredholm 方程./(*)^0这种第二类方程的特殊情形，称为齐次 
方程. 

在十九世纪中叶,积分方程的主要兴趣,是围绕着解与位势方 
程 

(8) 、， 

有关的边值问题，‘方程要在某条曲线 O 所围成的已知平面区域内 
成立.《的边值是某一函数 /(*), 它作为沿曲线 O 的弧长 * 的函 
数给出.这时位势方程的一个解可以表成 




，卜去 Lp (,) log 7^ T 5 r *， 

其中 S /) 是点 * 到区域内部或边界上任一点 (*，！/) 的距离， 
而 P («) 是一未知函数，它对 CT 上的卜 (*， y ) 满足 
(9) 

这是 〆 <)的一个第一类积奋方程.换一种选择，如果把 (8) 的满足 
同样边界条件的一个，取作 

办，—去 L _ 斧 ( log 7^5>， 

其中 l 表示边界上的法向微商，那末合00必须满足积分方程 

⑽ /(.) 4^« + 4 t L 柳去(吨巧^)成 

这是第二类的积分方程.这些方程对于凸区域的情形，由 
Neumann 在他的《研究》以及在以后发表的论文中解出来了.、 

偏微分方程的另一个问题也是通过积4方程来解决的.在波 
动的研究中出现了方程 
(11) Au+hi^f(x, y ), 

当相应的双曲方程 

y) 

中出现的时间函数(通常取作被消去的时候就是这样•大 
家知道(第28章第8节)，附有边界条件的相应于 (11) 的齐次方 
程， k 有对 X 值的一个离與集才有非平凡解，这些 X 值称为特征值. 
PoinoarS 在1894年考^了带复 X 值的 （11) 的非齐次情形.他 
巧妙地导出了 X 的一个亚纯函数，当 X 不是特征值的时候,这个函 

数表示方程 (11) 的啦 一解,而这个函数的留数就引出齐次方程即 




/»0 时的特征函数， 

基于这些结果, Poinoart 在 1 S 96 年 W 研究了方程 
«(*)+X JV («, y ) w ( y ) dy -/(*), 

这是他从(11>导出来的，他并且断言，解是 A 的亚纯函数.这个结 
果是由 Fredholm 在我们即将谈到的一篇文章中建立起来的. 

上述例子说明，把櫬分方程转换为积分方程,变成求解常与偏 
微分方程的初值与边值问題的重要技巧，并且是研究积分方程的 
最强大的动力. 


2. 一般理论的开始 

Vito Volterra (1860 〜 1940), 他继承 Beltrami 而成为罗马 
的数学物理教授,是积分方程一般理论的第一个创立者.他对这个 
课题，从1884 年起与 了很多论文,主要的写于1896和1897 年严 > 
Volterra 提供了一个求解第二类积分方程 

( 12 ) /(«)-^(#>+£^(», 

的方法，其中 < K 0 是未知的， [(*, 当 *>». Volterra 把这 

个方程写成^ 

/(«)»^(«) + }V(*, *)4>(.t)di. 

Volterra 的解法是令 
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A(«) -- £[(»， 


(IB) /.(•) --£«•(«, *)/.-!«*, 


并取洽 (》) 为 

(14) ^« -/(«) + 

对他的核^(*, 0, Velterra 巧妙地证明了 （li) 是收敛的，而如 
果把 (W) 代入 (12),(* 可以证明它是一个解.这个代入给出 

+ r)K(r, t)f(fidrdt+-, 

它可以写成 

(18) ^(*) -/(•)+£?(», <)/(«)*, 

其中 y (后来 Hilbert 称之为解核或预解式)是 
?(*, *) - —0+£^(t, r)K(r, t)dr 


- £J^£'(«, r)K(r, vj)K(_w, i)drdw+- 


等式(15)舉 LKraviUe 较早对一个特殊的积分方程得到的表达式 
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法，并把它用于解第二类积分方程，即形为 (12) 的方程，而且对核 5 

1(*，0不加限制. 

我们将把 Fredholm 所处理的方程写成' 

(16) u ( x ) ■/(*) +A \[ K { x t 

虽然在他的文章中参歎X没有明显出现.然两，他所做的，如果我 
们要陈述的话，借助于他后来的工作将更易理解.为了忠实表现 
Fredholm 的公式，我们应当令 A=1 或把它看作隐含在 Z 内. 

Fredholm 把 * 的区间 [«, 6] 用分点 

a , 辟 +23,…, « w =a4-n8— 6 

分成 n 等分，然后他把 (16) 中的定积分用和 

(17) «.(*) -/(*) 

去代替.现在假设方程 (17) 对 [a, 6] 的所有 * 值成立，因此它必须 
对*_ 勿，* 2 ,…， 知成立 ，这就给出了》个方程的方程组 


古今数学思想四胡 
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®r，n ®fifi * * * ®rir n 
•- «r.r„ 

<»r«r» a r 山… ° r^n , 

其中 r a ，…， G 独立地跑迪 1 到 》. 展开 (18) 中系数的行列 
式,然后让《变为无穷, Fredholm 得到行列式 、 

(19) 2>(入 )-1 -入 f 路 

他把这称为 (16) 的或核X■的行列式.类似地，考虑 (18) 中系数的 
行列式的第行第 P 列的尧岽的余子式，并令《变成无穷， 
Fredholm 就得到函数 

# k 1^(®, y) K{x, 6) I 

,+4-J!L Hi 浴， &) k ^> 路路一… 
* B k(6, v) ^(6, ix) ^(6,6)1 
Fredholm 称 2)(*, y , X) 为核瓦的第一子式，因为它起着 t» 个未 
知数《个线性方程的情形中第一子式的类似作用.他还把整函数 
D ( l ) 的零点称为核 K { x , y ) 的根.把 Cramer 法则应用到线性 
方程组 (18), 并令 n 变为无穷， Fredholm 推导出了 (16) 的解的形 
式.然后通过直接代入，证明了它是正确的，因而能够断言下面的 
结果： 如果人不是[的根，即 2>(X) 乒 0,那末 (16) 有一个且只有 
一个(连续)解，就是 
(21) u{x, x) =/(*)+£ 







此外，如果 A •是亙0, y) 的根，那末 (16) 或者没有连续解，或者有 
无穷多个解. 

Fredholm 还得到进一步的结果，其中包含着齐次方程 

(22) «(*) ■入£五>, £) u ( i)di 

和非齐次方程 (16) 之间的关系.从 (21) 几乎可以显然地看出，当 
入不是疋的根时， （22) 只有唯一的连续解 msO . 因此，他考虑入 
是足的根的情形.设入是这样的一个根，那末 (22) 有无穷多 

个解 

OlUl(of) +0aMa(®) +-“+0.u»(®), 

其中内棉是任意 常数； 他， 埯，…， 是线性无关的，称为主解；《 
依赖于 Aa. 量 1* 称为 A 的指标 (index) [它并不是 h 使 D(A) 为0 
的重数]. Fredholm 巧妙地确定了任何一个根&的指标，并证明 
指标永远不超过重数[重数永远是有限的] .i> (入 ) =0的根称为瓦 
的特 征值； 根的集合称为谱 (spectrum). (22) 的对应于特征值的 
解称为特征函数. " 

至此 Fredholm 就有可能来建立此后被称为 Fredholm 择一 
定理 (alternative theorem) 的结果了.当X是 f 的特征值时，不 
仅积分方程 (22) 有 n 个独立解，而且带有转置核的相伴或伴随 
(aasooiated 或 adjoint) 分程 

对于同一特征值也有《个独立解如 (*) ，…， 协 )，因而这时的 
非齐次方程 (16) 是可解的,当且仅当 一 

(23) £/(*)似*)&-0; i-1, 2, n. 

最后这些结果，极其密切地平行于齐次与非齐次的线性代数方程 
组的理论. 





的较后部分,他把积分方程应用到数学物理问题. 

Fredholm 曾经使用积分方程和线性代数方程之间的类似 
之处，但是他没有对无穷多个代数方程实琛极限过程，而是直接了 
当地写出最后的行列式,并说明这些行列式把积分方程解出 来了. 
Hilbert 的第一步工作就是在有限的线性方程组上严密地实现极 
限过程. 

他从积分方程 

(24) /(»)»< K *) 一九£疋(*, 

出发，其中疋 (*, 0是连续的.参数入是明白表示出来的，而且在 
后续理论中起着重要作用.象 Fredholm —样， Hilbert 把区间 
[0, 1] 分成 n 等分，使得 j 或 q -1, 2, . ., ») 表示 [0, 1] 
中的点.令 
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4 M )， ，•-，⑸，〜 - KI ). 

于是由 (24) 得到含 W 个未知数和 ，…， <^的《个方程，就是 

/，=■也一入 2 >— 1 , 2, •••, n . 

在回頋了《个未知数《个线性方痗的有限线性方程组的解的 
理论之后, Hilbert 就着手研究方程 (24). 对于 (24) 的核岑特征 

值是用幂级数 

的零点来定义的，其中系数毛由 

d •■士 K :|{ 瓦“，0}| 咖… 

给出.这里 Kir (知»沿|是 《 x *» 矩阵洱⑷、)}, i , i -1, 2, 

的拧列式，是区间 [0, 1]中 * 的值.为了简单地陈述 Hilbert 的 
主要结果，我们需要中间量 

I 

0 x ( jh ) ••• *(«f) 

⑽)-試… r ( r ) r ( r ) 

y(*f) "E ■(〜, *i) …^ («p, *») 

其中 *( r ) 和 y ( r ) 是 r 在 [0, 1] 上的任意连续函数，牝外还需要中 

间量 

y ) *1； (一 1)，物, y ) 入， 

Hilbert 另外还定义 

仰*, *)=入从》, y )-5( X ), 

其中0, y ( r )= r ( r ,0. 然后他证明了，如果对于 
使 8( 人 )—0 的那些 X 值, F 由 



定义，那末 

F(*, 0-^(*, r)K{r, t)dr 

r)K(r, t)dr. 

最后，若炎取作 

(25) <f>(r) »/(r) +^K(r t 0/(0*, 

则洽是 (巧) 的一个解.这个理论的各个步骤的证明，包含了一系列 
关于一类表达式的极限的研究，这些表达式出现在 Hilbert 关于 
有限的线性方程组的处理方法中. 

至此， •Hilbert 证明了，对于任何连续的(不一定是对称的)核 
0和对于任何使 3(X) —0 的X,存在解函数（预解式）疋(《， 

0,使得 (25) 是方程 (24) 的解. 

现在， Hilbert f 设是对称的，这使他有可能使用有 
限阶对称矩阵的事实，从而证明 S(X) 的零点即对称核的特征值 
是实的.然后把的零点按绝对值增加的顺序排列起来(绝对 
值相等时可先取正的零点，而且要按重数排上).现在 (24) 的特征 
函数用 

州-(^7?/作'*，*.) 

/定义，其中 * •的选取使得 ^(XwAO—0, 而心是 [(I, *) 的任 
一特征值. 

相应于各个特征值的特征函数，可以取成标准正交(正交而标. 
准化了的 (18 0集，且对每个特征值心和每个属于心的特征函数都 
有 

(13) 标准化是指调整妒⑷，使得^妒)铷 _i. 




有了这些结果， Hilbert 就有可能证明相应于对称二次型的 
所谓广义主轴定理.首先，令 



为《个变量吻，物 ，…， 办的一个 n 维二次型.这可以写成 
*), 其中疋是&组成的矩阵， * 是向量(％, % ，…， 办)，而(瓦《， 
*) 是两个向量1*与*的内积(数量积).设[有 n 个不同的特征 
值 h 入…, K. 于是对任何一个固定的心,方程组 

(27) 0 一 ，一 \ 2>»1, 2, …， n 

有解 妒 =( 妨 ，攸… ，说)， 

而且，若允许差一个常数倍，这解便是唯一的.因此，正如 Hilbert 
所证明的，可以得到 

(28) 

其中栝号仍然表示向量的内积. 

Hilbert 的广义主轴定理可叙述 如下： 设兄(*, 0是 s 和 * 的 
连续对称函数.设妒 (*) 焉属于积分方程 (24) 的特 征值、 的特征 
函数，并且经过了标准化.那么对任意连续的 *(*) 和下面 
的关系式 成立： 

(29) ££ r («, 

■% 象七 ( r 护咖⑷ *) ([>(〜(*〉*)， 

其中或 oo , 由特征值的数目决定，而在后一情形，级数对所 
有满足 

£» 2 (*)cfe<oo J |V(«)d«<oo 

的 *(*) 与 》(*) 绝对一致收敛. （29) 是 (28) 的推广是很明显的，如 



果我们先把 £ 办定 义为两个函数 《(*) 与 v(«) 的内积，并 

用(％ «) 表示.然后用 <«) 代替 (29) 丰的 3/(*), 并且用积分土代替 
(28) 左边的和式. 

Hilbeh 接着证明了一个有名的结果，后来称为 Hilbert- 
Sohmidt 定理.如果 /(*) 对某个连续的〆*)有 

(30) 

则 

(31) /(*)=§从 

其中#是瓦的标准正交特征函数，并且 
(82) o,-£<^(*)/(*)*. 

这样，一个“任意的”-数 /(*), 可以表成 [ 的特征函数的无穷级 
数，其系数^正是展开式的 Fourier 系数. 

在前述工作中， Hilbert 在把有限线性方程和有限二次型的结 
果推广到积分和积分方程时，已经施行了极限过程.他认为，无穷 
二次型即带无穷多个变量的二次型本身的处理,将是“有限多个变 
量的二次型的熟知理论的不可缺少的完成他于是着手研究可 
以称之为纯粹代数问鹿的东西.他考虑无穷的双线性形式 
^ (*, V) - p S i 

通过对《个变置的二次型和个变量的双线性型取极限,得到了 
基本的结果.工作的细节是复杂的,我们只叙述某些结果. HUberfc 
首先得到一个预解式 K {^ x t *) 的表达式,它的样子很独特,就是 
写成对应于 A 的离散集的每一个值的表达式的和，以及在一个属 
于连续区域的入集合上的积分.入值的离散集属于I的点谱，连 
续集属于连续谱或带谱.这是连续谱的最早的有特殊意义的应 
用，连续谱是 Wilhelm Wirtinger (1865 年生)在1896竽对偏微 



分方程已观察到了的. <14> 

为了找出二次型的关键结果， Hilbert 引入有界形式的槪念. 
符号^ *) 表示向貴(勿， 吻，… ，私， …) 和它自己的内积（数量 
积 )， 0, !/) 有类似的意义.相应地，形式瓦 0, y ) 称为有界的，如果 
对所有满足0, *) <1和 ( y , y ) <1的 * 和 y 都有 | K{X, y) I <M. 
有界性隐含了连续性，后者是 Hilbent 对无穷多个变量的拜数定 
义的二 

Hilbert 的关键结果，是把概析几何最平常的主轴定理推广到 
无穷多个变量的二次型.他证明，存在一个正交变换 T ， 使得对新 
变量 I 可以化为“平方和”.也就是说，每一个有界 
的二次型 K 0, - ^ 都可以通过一个唯一的正交变 

换变换成 

(as) Jr(*,.)-|« + J a) M^iI, 

其中也是 I 的特征值倒数.这个积分（我们将不进一步讲述)是 
在#征值的一个连续区域或连续谱上进行的. 

为了排除连续谱， Hilbert 引入全连续的概念 .一 个具无穷多 
个变量的函数■^(吻， ，…） 称为在叱， ••'•) 是全连续的， 
如果 

UmFi^+ei, o 2 +-8 8 , ...) —J*(ai, a 2 , …〉, 

其中％ s 2 , …可以取遍，使 

Hmai w =0, Jjm4* >= 0, … 

的任何数组 si«, sP, ….这较 ffilbert 以前引进的连续性是要 
求更强的. 

为要二次型兄(*,*)是全连续的，只要有了全 




连续的要求， Hilbert 就能够证明，如果兄是一个全连续的有界 
形式，那末通过一个正交变摔，可以把它化为 

(34) 1(*, 

其中心是特征值倒数,（％ %, •••) 满足 条件： 有限. 

现在, Hilbert 就把他的无限多个变量的二次型理论运用到积 
分方程.在许多情况下，结果并不是新的，但是用较为清楚和简单 
的方法得到的. HUbert 着手积分方程的这项新的工作，是通过定 
义完备正交系{也00}这一重要概.念开始的.这是一列函数，都在 
[a, 6] 上定义并且连续，还具有下列 性质： 

(a) 正 交性： 

j>, g=l, 2, •••• 

(b) 完 备性： 对每一对定义在 0, &] 上的函 数《和 ，都有 

- (*)«(*)<& (*)«(«)<&. 

数值 

称为 《(*) 关于函数系{屯>的 Fourier 系数. 

Hilbert 证明，对于任意有穷区间 |>, A], 都可以（例如用多项 
式)定义一个完备的正交系.然后,可以证明广义的 Bessel 不等字， 
并且可以证明，条件 _ 

和完备性等价. 

现在, Hilbert 转到积分方程 

(35) - /(*) -<!>(*) +£^(*, 柳) dt . 

核反 (•，*) 不必是对称的，但利用系数 



t)<f> v (8)<l> a (t)dsdt 

展成了二重 “Fourier” 级数.这就推出 

此外，如果 也 (*)/(*) 电 

即％是 /(*) 的 "Fourier” 系数，那末 g 4<oo.—— 

接着, Hilbert 把上述积分方程化为一组带无穷多个未知置的 
无穷多个线性方程.把多(*)的积分方程的求解看成找分(*)的 
“Fourier” 系数问题.用* J, ® a , …表示尚属未知的系数，.他得到 
下面的线性方 程组： 

(36) *,+ 23 a^Xq^Of, j)-l, 2,…. 

他证明，如果这个方程组有唯一解,那末积分方程就有唯一的连续 
解，并且当相应于 (36) 的齐次线性方程组有《个线性无关解时，则 
相应于 (35) 的齐次积分方程 

(37) 

有 n 个线性无关解.这时,原来的非齐次积分方程有解,当且仅当 

^)(«), ^= 1 , 2 , … ，叫满足条件 

(88) £^*>(,)/(0*-0, h^l, 2, t », 

其中少 w (*) 是转置齐次方程 

•的《个线性无关解，当 (37) 有《个解时，它们也是存在的.这样，就 
得到了 Fredholm 择一定理 (alternative theorem)： 或者方程 

(39) /(«)-^(«)+£^(», *)<k(*)dt 


对一切 / 都有唯一解,或者相应的齐次方程有 n 个线性无关解.在 
后一情况， （39) 有解当且仅当正交性条件 (38) 得到满足. 

接着， Hilbert 转到特征值问题 
(40) 、 0^(0^, 

现在I是对称的 . I的对称性蕴含着它的 “Fourier” 系数确定一 
个全连续的二次型尤 (*, *). 他证明存在一个正交变换^使得 

其中~是二次型 f («, *) 的特征值倒数.核疋(*，0的特征函数 
{私(*)}现在定义夫 

其中 k 是 r 的矩阵元素,私 0) 是一已知的完备标准正交集.可以 
证明％(«) ( 和办 (*) 不同)形成一标准正交集,并且满足 

其中人 =+. 这样， Hilbert 又重新证明了，对于 (40) 的齐次情 
形，以及対于和 (40) 的核 [0, <) 相联系的二次型 [(*, *) 的每 
一个有穷特征值，都存在特征函数. 

现在 Hilbert 苒次建立了 (Hilbert-Sohmidt 定 理)： 如杲 
/(*) 是任一连续函数，对于它存在 P 使得 

JV(«, t)g(t)dt^f{s), 

那末 /(*) 可以表为亙的_征函数的级数,这级数一致且绝对收敛 
(#[3«). Hilbert 用这个结果去证明,相应于 (40) 的齐次方程除 
了在特 征值心 之外没有非平凡解.因此， Fredholm 择一萣理取下 
述 形式： 对入_\,方程 (40) 有唯一解.对;方程 (40) 有解 
当且 仅当巧 个条件 



被满足，其中也 ^00 是相应于 、的％ 个特征函数.最后，他又重 
新证明了主轴定理的 推广： 

*)<•)_ 祕-高士，(⑽ )' 

其中 《(«) 是任意(连续)函数,并且在这里相应¥任一\的全体也 
都 包含在求和之中. - 

Hilbert 的这一较晚的工作(1_)不用 Fredholm 的无穷阶 
行列式.在这个工作中，他直接证明了积分方程和完备正交系理 
论以及函数在这种正交系中的展开式之间的关系. 

Hilbert 把他关于积分方程的结果应用到各种几何和物理问 
題.特别地，他在六篇文聿的第三篇里解决了 Riemami 问 题：构 
造一个在由光滑曲线围成的区域里解析的函数，它的边值的实部 
或者虚部是已知的,或者实部与虚部是用一线性方程联系着的. 

Hilbert 的工作中最有价值的成就之一，发表在1904和1905, 
年的论文中,把微分方程的 Sturm-Liouville 边值问题化成了积分 
方程.的结果说，微分方程 

(41) 去 (p(*)-^-)+g(*)u+A.«=0 
满足边界条件 

u { a ) =0, u ( b ) — 0 

(甚至更一般的边界条件)的特征值和特征函数，恰恰是 

(42) 泠(00 — 入£<?(», |)<K 幻超=0 

的特征值和特征函数，其中 <?(*, 0是 (41) 的 Green 函数，也就是 
(咖 =0 

的特解，它满足一定的可微性条件，并且它的一阶偏微商在*=芒 
有等于一 1/2>以）的奇性跳跃.类似的结果对偏微分方程也成立. 




这样,积分方程成了解常微分方程和偏微分方程的一种方法. 

现在扼要地重述一下 Hilbert 的重大成果.首先是他对于对 
称核 F 建立了一般的谱理论.仅仅在二十年前,人们为了证明膜的 
最低振动频率的存在，还得尽很大的数学上的努力 _( 第28章第8节). 
有了积分方程，频率和真正的特征函数的整个序列的存在，在对 
振动介质作十分一般的假定下得到了构造性的证明.这些结果是 
首先由 EmilePioard« 5 > 运用 Fredholm 的理论得出来的. Hilbert 
另一个值得注意的结果是，一个函数展成第二类积分方程的特征 
函数的展开式，取决于相应的第一类积分方程是否可解.特别地， 
Hilbert 发现， Fredholm 方法的成功要依靠全连续的概念，而这 
是他引进到双线性形式并加以精深研究的.在这里他开创了双线 
性对称形式的谱理论. 

在 Hilbert 表明如何把微分方程的问娌转化为积分方程之 
后,这个研究方法被愈来愈多地用来解决物理问题.在这里应用 
Green 函数去实现转化成了一个重要的工具.还有， Hilbert 自己 
表明了 (ie> , 在空气动力学问题里,人们可以直接引出积分方程.这 
种直接求助于积分方程的办法是可能的，因为在某些物理问题中 
求和的概念证明是这样的基本，如同在另一些问题中导致微分方 
程的变化率概念那样. Hilbert 还强调，不&常微分方程或偏微分 
方程，还有积分方程，是函数展成级数的必要和自然的出发点，而 
且通过撖分方程得到的展开，恰好是积分方程理论中的一般定理 
的特殊情况. 


4. Hilbert 的直接继承者 

Hilbert 在积分方程方面的工作，被 Erhard Schmidt <1876 

(15) Bendiconti dd Circolo Matematico di Palermo, 22,1906, 241 〜 259. 

(16) Math. Ann.,72, 1912, 562^577 ^GrundeUge, Chap. 22. 




〜 1959>简 化了. Erhard Schmidt 在德国几所大学担任过教授. 
他用的方法是 H. A. Schwarz 在位势理论中创立的，他最有鳶 
义的贡献是在1907年把特征函数的概念推广到带非对称核的积 
分方程. (17> 

Friedrich Riesz (1880 〜 1956) 是匈牙利的数学教授，他在 
1907年继续了 Hilbert 的工作. (18) Hilbert 曾经讨论过形如 

的积分方程，其中/和反是连续的. Riesz 要把 Hilbert 的思想 
推广到更一般的函数 /(*). 为此必须肯定，相对于给定的标准正 
交函数序列{九}，能够确定/的“ Fourier” 系数.他还有兴趣于 
发现，在什么情况下，一个给定的数列 {«,} 能够是某一个函数/ 
关于已知标准正交序列{化}的 Fourier 系数. 

Riesz 引进了平方是 Lebesgue 可积的函数，并得到了下面的 
定理： 令 M 是定义在区间 [a, 6r 上的 Lebesgue 平方可积的、 
标准正交的函数序列.如果{%}是一实数序列，那末I； 收敛 
是存在一个函数/使得对于每个知和％,成立 

会，8,… 

的充分必要条件.函数/实际上是 Lebesgue 平方可 积的； 而且在 
{«»} 完备的情况下，这样的/ (在几乎处处相等的两个函数不加区 
别的意义下)还是唯一的.这个定理，通过任一组 Lebesgue 平方 
可积的完备的标准正交函数序列，在 Lebesgue 乎方可积函数集合 
与平方可和序列集合之间建立起一个一一对应. 

随着 Lebesgue 可积函数的引进， Riesz 还有可能在很宽的条 
件下,证明第二类积分方程 



4. Hilbert 的直接继承者 


/(*)=<K0 +£[(*, 轉 

是可解的，这条件就是 /(*) 与亙 (*, OLebesgue 平方可积.除了 
一个在1>, 6] 上 Lebesgue 积分为0的函数外,解是唯一的. 

在 Riesz 发表他的第一篇文章的同一年,科伦 (Cologne) 大学 
教授 Ernst Fischer (1875 〜 1969) 引进了平均收敛的概念 (1#> .定 
义在区间 [a, 6] 上的函数序列 {/»} 称为平均收敛的，如果 
(/•(*) -fMYdx-O, 

而称 {/»} 平均收敛到/，如果 

这里的积分是 Lebesgue 积分 s 函数/是唯一确定的，如果允许差 
一个定义在濟度为0的集合上的函数，或者说差一个被称为零函 
数的 梦⑻ _0,它满足条件£ ^(*)(^-0. 

在区间 [«, «上 Lebesgue 平方可积函数的集合后来记为 
i*(a, b ), 或简记为 Fischer 的主要结果是说， L 2 (a, b ) 在平 
均收敛意义下是完备的，也就是说，如果/«厲于并且 {/-} 平 
均收敛，那末在巧中存在一个函数/,使得 {/J 平均收敛 
到 /. 这种完备性是平方可和函数的主要优点.由此作为一个推 
论， Fischer 推出上述 Riesz 定理，这个绪果就是人们所熟悉的 
Riesz-Pisoher 定理.在一篇后缸 助中， Fischer 强调 Lebesgue 平 
方可积函数的运用是本质的.没有更小的函数集合可用. 

所谓矩量 (moment) 问题 是指： 确定一个函数 /(*), 使它关 
于给定的标准正交系{办}具有给定的 Fourier 系数 {a,}, 或者说， 
确定一个函数/,使它满足 

(19) Comp. Send. ， 144, 1907, 1022^1024. 

(20) Comp. Send., 144, 1907, 1148 〜 1150. 



£办(》)/»-<*., n - 1, 2, •' 

这个问理在 Riesz 1907年的文章中已'经提了出来(说的自然是 
Lebeegue 积分).在1910年⑽试图推广这个问題.因为在 
这个新的研究工作中, Riesz 用了 Holder 不等式 

|| 離 ( ilw ，/ (獻 6 ‘彳 

和 1/1. 必7 (L I?! 8 *') 7 

(其中以及另外的不等式，他不得不引进在集合及 
上可测的函数/的集合对于它们 L/T 是在尨上 Lebesgue 可 
积的.他的第一个主要定 理是： 如果函数 A(®) 对于 P 中的每一 
个/都使得乘积 /(*)A ⑻是可积的, • 那末 A 是属于 P 的； 反过 
来， P 的一个函数与的一个函数的乘积永远是 (Lebesgue) W 
职的.在这里自然要求 P>1 并且 |-+y-l. 

Riesz 述引入了强收敛和弱收敛的概念.函数序列 {/J 称为 
是强收敛到 /(P 阶平均)，如果 

!/•(«) - /(*) \ p da >=-0. 

序列{，•}称为是弱收敛到/，如果 

(if 与《无关)，并且对于|>，幻中的每一个 a 都有 

(/•(，) -/⑦)*-。/ 

强收敛隐含弱收敛.（弱收敛的近代定义是 :如果 {/•} 属于的 
/属于并且 ’ 

(21) Math. Am., 69, 1910, 449〜 497. 



这是和 mes2 


Mm£ (/(*) -㈤)〆物 =0 

对于办中的每一个夕成立，就说 {/»} 弱收敛到 /. 

的定义等价的 .） 

Riesz 在1910年的同一箱文章中,把积分方程 
沴 (》) —入£玄(*, 輔) 舶-⑽ 

的理论推广到已知的/和未知的多都是 P 函数的情形.这个积 
分方程的特征值问题的解的/结果和 Hilbert 的结果相类似，更加 
引人注意的却是, Biesz 为了&现这项工作,引入了算子 (operator) 
的抽象概念,并对它明确地陈述了 Hilbert 的全连续概念，而且建 
立了抽象的算子理论.我们将在下一章更多地谈到这种抽象的趋 
向.在其它的结果中， Riesz 证明了， i 2 中的实的全连续算子的 
连续谱是空的. 


5 .理论的推广 _ 

Hilbert 对积分方程的看重/使这门学科在相当长的一段时间 
内，成了一种世界性的狂热，产生了大量的文献，其中大多数都只 
有短暂的价值.然而，这门学科的某些推广却证明是有价值的. 
我们只能把 它们列 出来. 

上面介绍的积分方程的理论,涉及的是线性积分 方程; 也就是 
说，对未知函数 w(*) 来说是线性的.这个理论已推广到非线性积 
分方程,在那里未知函数以二次、或高次、或 k 为复杂的形式出现. 

此外，我们的简略叙述没有谈到，对于己知函数 /(*) 和 
y) 要加上什么条件才导致许多结论.如果这些函数是不连续的并 
且间断性没有限制，或者区间[«， &] 换成了一个无穷区间，那末许 
多结果就得改变或者起码需要新的证明.例如，即使是 Fourier 



变换 


/(aj) "1/llr° 0s( ^ )u( ^^ 

它可以看作第一类的积分方程,并且具有反变换 

作为它的解，但是它只有两个特征值士 1,而每一个特征值都有无 
穷多个特征函数.这些情况现在都是在奇异积分方程这个标題下 
进行研究的，这样的方程不能用解 Volteira 和 Fredholm 方程的 
方法求解.然而，它们却显示了奇妙的性质，这就是存在入值的连 
续区间或带谱，对宁它们解是存在的.在这个课题上发表第一篇 
有意义文章的是 Hermann Weyl (1886 〜 1955) /撕 

积分方程存在定理这一课题也已经引起了很大的注意，这项 
工作专注于线性和非线性积分方程.例如，关于 
*, 沒(0)也 

的存在定理就有许多数学家给出过，这种方程包含了第二类 
Volferra 方程 

- y(*) ■/(*)*)y(«)* 

作为一种特殊情形. 

历史上，下一个重大的进展乃是积分方程研究工作的一种自 
然产物. Hilbert 认为一个函数是由它的 Fourier 系数给出.这些 
系数满足 条件： $名有穷.他还引进了实数序列{%},使得 
有穷.后来, Riesz 和 Fischer 证明，在 Lebesgue 平方可和函数与它 
们的 Fourier 系数所成的平方可和序列之间，存在一个一一对应 
关系(见前).平方可和序列可以看成无穷维空间中的点的坐标，这 
个无穷维空间是 n 维 Euclid 空间的推广.这样，函数可以看成现 

<22) Math. Ann., 66, 1908, 278-324-G«. Abh., 1, 1-M. 
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在称之为 Hilbert 空间的一个点,积分£皮 (a;, y)u(x)dx 可以看 
成是把 《(*) 变换成它自己或其它函数的一个算子.这些思想为积 
分方程的研究提出了一种抽象的研究方法，它适应了变 分法的 
期抽象的研究方法.这种新的研究方法，现在作为泛函分析已为 
人所知，我们将在下一章叙述它. 


参考书目 
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人必煩 确信，如果他 是在蛤 科学*加许多街的术语而让读 
者接着研究那獬在他 们面酋 的奇妙雉尽的东西，那 束他就 


A.L. Cauchy 


1. 泛函分析的性质 

数学中许多领域处理的是作用在函数上的变换或筹这件 
事在接近十九世纪后期已经很明显了.例如，即使是常微分运算 
和它的逆(反微分)，也是作用在一个函数上以产生新的函数.在 
变分法的问题中,人们处理形如 

J=^F(a>, y t ^ ' 

的积分，这个积分可以看作是作用在一类函数!/㈤上的运算，问 
题是要在这类函数中找出一个使积分取最大值或最小值的函数. 
微分方程领域提供了另一类算子,例如，微分算子 

L= '£ r+pQti) ~^ +9 ⑻ • 
作用在 -T 类函数 JK®) 上，把它们变换为另外的函数.自然/为了 
解锇分方程,人们要寻找特殊的!/(*)，使得 i 作用到这个 8/(®) 上 
得到0,并且这个函数也许还得满足初始条件或边界条件.作为 
算子的最后一个例子是积分方程.方程 

的右边可以看作是作用在不同的《*(心)上并引出新的函数来的一 



2. 泛函的理论 


个算子，虽然仍象微分方程的情形一样，方程的解 M(») 是变换成 
/(*) 的. 

推动创立泛函分析的思想是，所有这些算子都可以在作角于 
一类函数上的算子的一种抽象形式下加以研究.进而，这些函数 
可以看作空间的元素或点.送样，算子就把点变成点;在这种意义 
下,算子是普通变换（例如旋转）的一种推广.上述算子中有一些 
是把函数变成实数，而不是变成函数.那些变到实数或复数的算 
子,今天称为泛函,而算子这个名称则用来通称把函数变为函数的 
变换.因此,泛函分析这个名称[它是 Paul P. L6vy(1886 〜)引进 
的，当时泛函是关键的概念],并不是十分合适的.探求一般性和 
统一性,是二十世纪数学的特征之一,而泛函分析所追求的正是这 
些目的. 


2.泛函的理论 

泛函的抽象理论是由 Voiterra 在他关于变分法/的工作中开 
始的,他关于线(曲线)的函数(他自己是这样称呼的)的工作，包括 
了好几篇论文 (1> .对 Volterra 来说 ，一 个线的函数是指一个实值 
函数兄它的值取决于定义在某个区间1>,扣上的函数 y(*) 的全 
体函数值.这些函数本身被看作一个空间的点，而对于这空间，可 
以定义点的邻域和点列的极限.对于 泛函歹 bO®)], Volterra 引 
进了连续、微商和微分的定义.然而，这些定义对于变分法的抽 
象理论是不适用的，因而被废弃了.他的定义事实上受到了 
Hadamard 的批评 .⑺ 

所有定义在某个区间上的函数的全体,可以着作空间的点，这 


(1) Am ddla Beale AccademiadeilAncei, (4),3, 1887, 97 〜 105, 141 〜 146, 153~ 
m^Operematematiche,!, 294-314, 以及同期或以后年代的其它 论文. 

(2) 3uU. 8oo. Math.de France, 30,1902, 40^43 -CEuvres, 1, 401 〜 404, 







的点.这时他是在考虑定义在[0, 1] 上的全体连续函数所成的族， 
即出现在他的偏微分方程论文中的一个函数族. EmileBorel 为 
了不同的目的,也做过相同的提示，⑺这就是借助于级数来研究任 
意函数. 

Hadamard 由于变分法上的原因也开创了泛函的研究 (8) .泛 
函的名称就是属于他的.根据 Hadamard , 泛函是线性 
的,如果当 y(«) ■入 1扒(0 +入 _(<) 时,便有卩 Q/(<)] =W[yi(<>] 
+以加(<)]，其中 h 心是常数. 

在建立函数空间和泛函的抽象理论中,第一个卓越的成果，是 
由法国的领头数学教授 Maurice BWoliet (1878 〜)， 在他1906年 
的博士论文 w 中取得的. Fr 私 bet 在他的所谓泛函演算中，力图把 
Cantor, Yolterra, Arzeli, Hadamard 和其他人工作中的思想，以 
抽象的术语统一起来. 

为了使他的函数空间获得最大程度的一般性， Fftehet 采纳 
了由 Cantor 发展起来的集合论的整套基本概念，虽然对 Fr^et 
来说，集合中的点是函数.他还把点集的极限的概念比较一般地 


(3) WerTce, p. 30. 














确切陈述出来.这个概念没有明显地定义，但是用很一般的性质 
刻划了出来，足以包括 Fr^ohet 在具体理论中所出现的并力图将 
其统一的各种类型的极限.他引入了一类 i 空间， i 表示对这类 
空间的每一个，极限概念都是存在的.例如，如果X是类 Z 中的 
一个空间，而…是从 i 中随意选出的元素,则必须有可能 
去确定，是否存在唯一的一个元素4〔当它存在的时候，称为序列 
{4} 的极 限)，使得 

(a) 如果对每个 i, 厶=木则 

(b) 如果4是 { A .} 的极限，则4也是{丄}的每个无穷子序 
列的极限. 

然后, Fr6ohet 对类 i 中的任何一个空间，引进了一系列的概 
念.例如一个集合的导集由这样的点构成，它们都是丑中 
的序列的极限. i? 是闭的，如果及包含在 E 中.丑是完全的，如 
果別》足丑的一个点 >4叫做屈的内卑(狭义)，如果2不是任 
何一个不在丑中的序列的极限.集合丑是紧的，如果或者丑只 
有有限多个元素,或者五的每一个无穷子桌至少有一个极限元素. 
如果丑是闭的而且紧的，那末称丑为极型的 (extremal) (Fr6ohet 
的紧是近代的相对列紧,而他的“极型的”是现在的列紧). Fr6ohet 
的第一个重要定理是闭区间套定理的 推广： 如果是由一个 
极型集的闭子集组成的单调下降序列，即£^ +1 包 含在屈 ••中，那 
末所有風•的交是非空的. 

Fr^ohet’ 接着就考虑泛函(他称它们为泛函运算).这是定义 
在一个集合丑上的实值函数.他这样来定义泛函的连续 性：泛 
函口称为在 S 的元素2处连续，如果对每个包含在 E 中并收敛 
到2的序列{人} 都有巧 UiA ^^ iA ). 他年引进了泛函的半 
连续性，这是 Ren6 Baire (1874 〜 1932) 在1899年 (1(>> 对普通函数 
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{4} 都有 U(4)>limsupl7U*); 它是下半连续的，如果 UC4) 

有了这些定义， Fr 如 het 就有可能证明关于泛函的许多定理. 
例如，每一个在极型集丑上连续的泛函是有界的，并且在丑上达 
到它的极大和极小.每一个在极型集丑上上半连续的泛函是上 
有箅的，而且在 E 上达到极大. 

Fr^ohet 接着对泛函的集合和序列引进了一些概念,如一致收 
敛、拟一致收敛、紧致性和等度连续等.例如，泛函序列{仏} 一致 
收敛到 U, 如果给定任一正数匕只要《充分大并且与丑中的2 
无关，就有 |t7.U)-?7(i4)|<«. 这样他就可以证明过去对实函 
数得到的、现在推广到泛函的那些定理了. 

研究了空间类 i 之后， Fr^oliet 就定义较特殊的空间(如邻域 
空间)，重新定义对于具有极限点的空间引进过的槪念，并证明一 
些类似于上述定理的定華，但结果往往较好,因为这些空间有更多 
的性质. 

，最后他引进距离空间.在这样一个空间里，对于每一对点4 
和 •》, 定义了一个函数，起着距离(如打)'的作用并用丑)表示， 
它满足下列 条件： 

(a) A)>0； 

(b) (4B)-0 当且仅当 

(o) U,. J8) + (5, C )>{ A , C ). 

条件 (o) 称为三角不等式.他称这样的空间是 < 类的.对于这类 
空间， Fr^ohet 也可以证明关于空间的以及定义在其上的泛函的 
许多定理，它们十分类似于过去对更一般的空间已证明了的结 
果. • 

Fr^ohet 给出了函数空间的某些例子.例如在同一区间I上 
连续的所有一元实变函数的全体所形成的集合，其中任意两个函 

(11) 下极限 Uminf 是指序列 U(A n ) 的最小极 限点. 



数 / 和 夕 的距离定义为 ijtx |/(*)—〆 ®)|, 它们构成类的一个 
空间.现在这个距离称为极大模. 

Fr^ohet 提出的另一个例子是实数序列的全体所构成的集 
合.如果 ® a, …） 和 y= (W 办 ，…） 是任两个序列，那末 
*和安的距离定义为 

正如 Fr6ohet 所说的，这是一个可救无穷维空间. 

F r 6oheii^>ia 用他的 忒类空 间的过程中，成功地给出了泛 
函的连续性、撖分和可微性的定义.虽然这些定义对变分法并不 
是完全适用的，但他的微分定义却值得一提,因为它在事后被证明 
为满意的概念中是核心.他假设存在一个线性泛函 ii07(»)), 使 
得 - 

+” ⑻ ] =F(y) +L{7,)+eM( v ) y 
其中刀 (*) 是 y(*) 的变分，犮 0?) 是 》?(*) 在 [a, &] 上的最大绝对值， 
-而8随及趋向于0.这时[⑹便是 f (y) 的微分.他还事先假定 
了 F(y) 的连续性，这却是在变分法的许多问题中所不能满足的. 

Charles Albert Fischer (1884 〜 1922) ⑽后来改进了 Volterra 
关于泛函撤商的定义，使之确能适用于变分法中的泛函.泛函的 
微分由此可以通过微商来定义. 

就变分法所需要的泛函性质的基本定义而论，其最终的确切 
表达是由 Elizabeth Le Stourgeon (1881 〜 1971) 给出的 . (14> 关键 
的概念，即泛函的镦分，是 Fr^ohet 定义的一种修正.泛函 PCy) 
说是在价(*)有微分，如果存在线性泛函 i(d, 使得对你的邻域 
中的所有弧扒+巧都有关系式 
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F (yo+v) =-^(yo) +L(ri) +M(7i)e(r)) 

成立，其中 Jf(d 是”和< 在区间 Ea, &] 上的最大绝对值， s(rj) 是 
和 07) —起消失的量.她还定义了二阶微分. 

Le Stourgeon 和 Fisoher 二人都从他们的撖分定义推证了泛 
函有极小值存在的若干必要条件，这种条件属于可应用到变分法 
问题的一种类型.例如，泛函 F 祕 y = y 0 有板小的一个必要条 
件是对每一 >70), L { ti ) 趋于零，其中9?在0, 6] 上连续且有一阶 
连续微商，还满足》7(«)=»?(6)_0.从一阶镦分消失的条件可以 
推出 Euler 方程,同时再应用泛函二阶微分的定义(这是曾经提到 
过的几个作者已经给出过的)，就可以推出变分法的 Jacobi 条件 
的必要性. 

变分法所要求的泛函理论的决定性工作，至少在1925年以 
前，是由比萨和波隆那 (Bologna) 大学教授 Leonida Tonem(1885 
〜 1946) 完成的.他从1911年起就这个题目写了儿篇论文，以后他 
发表了他的《变分法基础也 oalcohd^Ue variaziom , 
二卷，1922, 1924), 在其中他从泛函的观点来考虑问题.经典的 • 

理论大量依赖于微分方程的理论. Tmielli 的目的是要用积分的 

极小曲线的存在定理代替微分方程的存在定理.在他的整个著作 

泛函的下半连续性的概念是一个基本的概念,因为那里的泛函 

是不连续的. 

Tonelli 首先处理曲线的集合，并给出保证一类曲线的极限曲 

线存在的诸定理.接下去的定理保证了通常的但是含参变量的积 

分. 

*(*), y ⑻ •，虼 t/)dt 

作为 *(<) 和沒 (*) 的函数是下半连续的.（以后他考虑了更加基本 
的非参变量积分 .） 他为标准形式的问題导出了变分法的四个经 
典的必要条件.第二卷的重点是在半连缤概念的基础上为一大类 










问题推导存在定理.这就是，给定了上述形式的一个积分,把它看 
成一个泛函，对它施加一些条件，并在所考虑的曲线类上也施加一 
些条件，他就证明了，在这类曲线中存在一条曲线使积分达到极 
小.他的各定理涉及到绝对极值和相对极值. 

Tonelli 的工作在某种程度上给镦分方程带来了好处,因为他 
的存在定理隐含着微分方程解的存在性，这些方程在经典的方法 
中是用极小曲线来提供解的.然而，他的工作只限于变分法问题 
的基本类型.虽然这个抽舉的研究途径被许多人接着做，佴就泛 • 
函理论应用于变分法来说所取得的进展却是不大的. 


3.线性泛函分析 

泛函分析的主要工作在于对积分方程而不是对变分法提供一 
个抽象的理论.变分法领域里所需泛函的性质是相当特殊的，对 
一般的泛函并不成立.此外，这些泛函的非线性造成了困难，而这 
种困难对于包含在积分方程中的泛函和算子則是无关紧要的.在 
Schmidt, Fischer, Riesz 为积分方程解的理论作具体推广时，他 
们和其他一些人也同时开始了相应的抽象理论的研究. 

第一个试图建立线性泛函和_子的抽象理论的，是美国数学 
家 E. H. Moore, 他从1906年开“这一工作/«> Mooq 认识到， 
在有限多个未知数的线性方程的理论、无限多个未知数的无限多 
个线性方程的理论、以及线性积分方程的理论之间，有许多共同的 
地方.他因此着手建立一种称为“一般分析” (General Analysis) 
的抽象理论，它包含上述具体理论作为特殊情形.他用的是公理 
方法.我们将不叙述其细节，因为他的影响并不广,而且也没有获 


,2, Reale 

18, 1911 


(15) 例如，看 AtU del IV Cotiffrttto lntwuusiOMle dei 1 
Accademiadei Lincei, W09, 98 〜 114, 以及 Anm. 1 

/1012, 834~882. 
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得很有效的方法.另外，他的符号语言很奇怪，使以后的人理解起 
来很困难. v 

在建立线性泛函和算子的抽象理论的过程中，第一个有影响 
的步骤是由 Erhard Sohmidt< 16 > 和 Fr6oliet< 17 > 在 1907年采取的. 
ffilbert 在他的积分方程的工作中，曾经把一个函数看成是由它相 
应于某标准正交函数系的 Fourier 系数给定的.这些系数以及在 
他的无穷多个变量的二次型理论中他所賦予这些而的值，都是使 
2^成为有限的序列 {*»}. 然而， HUbert 并没有把这些序列看 
成空间中点的坐标，也没有用几何的语言.这一步是由 Schmidt 
和 Frgohet 采取的.把每一个序列{%}看成一个点，函数就被表 
现为无穷维空间的点. Sohmidt 不仅把实数而且把复数引入序列 
中.这样的空间从此以后被称为 Hilbert 空间.我们的叙述 
按照 Schmidt 的工作 • 

Sohmidt 的函数空间的元素是复数的无穷序列广^},使得 



Schmidt 引入记号来表示 1*1 后来就称为3的范 
数 (iiorm). 按照 Hilbert, Sohmidt 用记号 (z,w) 表示 ggpw,, 所 
以(现在通用的记号是把 （ S 5, 定义为 ) 
空间中两个元素2和 w 称为正交的,当且仅当 (2, 5) =0. Sohmidt 
接着证明了广义的 Pythagoras 定理： 如果办，％…，知是空间 
的 n 个两两 正交的元素，则由 


(18) Bmdiconti delCircdo HatemaHcodi Palermo, 25, 1908, 53~77. 
(17) Nouvdles Annales de Mathcmatiques, S, 1908, 97-vll6, 289^317. 
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知 W，= p ：|kP. 

由此可推出 n 个两两正交的元素是线性无关的. Schmidt 在他的 
一般空间中还得到了 Bessel 不 等式： 如果 {«*•} 是标准正交元素 
的无穷序列, 即匕， &) ，而 W 是任何一个元素’，那末 

gl(^, W<W a .. 

此外,述证明了范数的 Schwarz 不等式和三角不等式. 

元素序列{知}称为强收敛于I如杲 K-z\ 趋向于0,而每个 
强 Cauohy 序列，即每个使 k-ssj 趋于0 ( 当菸 ？ 趋于 .oo 时)的 
序列，可以证明都收敛 f 某一元素 A 从而序列空间是完备的.这 
是一条非常重要的性质. 

Schmidt 接着引进了 (强)闭子空间的概念.他的空间丑的 
一个子集2称为闭子空间，如果在刚才定义的收敛的意义下它是 
闭子集，并且是代数封闭的， 后者意指， 如果斯与吻是2的元 
素，那末01奶+«^ 2 也是2的元素，其中处， 吻是任 何复数.可 
以证明这样的闭子空间是存在的，这只需取任何一个线性无关的 
元素列 M, 并取中元素的所有有限线性组合.全体这些元 
素的闭包就是一个代数封闭的子空间. 

现在，设4是任一固定的闭子空间. Schmidt 首先证明，如 
果2是空间的任一元素，则存在唯一的元素奶和％,使得2= 奶 
+奶，其中奶属于木他和2正交，后者是指奶和4的每个元 
素正交(这个结果,今天称为投影定理；心就是3在2中的投影). 
进一步， H^|=inin|y- Z ||, 其中 y 是4的变动元素，而且极小值 
只在达到.« 奶|| 称为 * 和2之间的距离. 

在1907年， Schmidt 和 Fr6chet 同时注意到，平方可和 
(Lebesgue 可积)函数的空间有一种几何，完全类似于序列的 



用在 Lebesgue 平方可积函数与平方可和实数列之间建立一一对 
应的 Riesz-Fisoher 定理(第45章第4节）指出，全平方可和函数 
的集合 i 2 中能够定义一种距离,用它就能建立这个函数空间的一 
种几何. P 中，定义在区间1>,幻上的任何两个平方可积函数之 
间的距离这个概念，事实上也是 Fr6ohet 定义的<%，他把它定义为 
(1) . /[:[/ ㈤-㈣ 2 而, 

其中积分应理解为 Lebesgue 意义 下的； 并且两个函数只在一个0 
测集上不同时就认为是相等的.距离的平方也称为这两个函数的 • 
平均平方偏差./和夕的内积定义为（/,々■£/»(*)&.使 
(/, 5-)-0 的两个函数/与夕称为是正交的. Schwarz 不等式- 
(*) 夕》々 £ Pdxyj^^dx 

以及对平方可和序列空间成立的其他性质,都适用于函数空间.特^ 
别是,这类平方可和函数形成一个.完备的空间.这样,平方可和函 
数的空间，同这些函数相应于某一固定的完备标准正交函数系的 
Fourier 系敗所构成的平方可和序列的空间,可以认为是相同的. 

在提到抽象函数空间时，我们应重提一下（第46章第4节） 
Riesz 引入的空间 i^KpCoo). 这些空间对度量 

/*) = (£ 

也是完备的. 

虽然我们很快就要考察抽象空间领域中的其他成就，但下一 
发展涉及泛函和算子.在刚才引述的对空间 P 的函数引进了距 
离的1907年的文章中，以及在同年的其他文章中_, Fr^ohet 证 
明了，对于定义在 L 2 的每一个连续线性泛函 17(/), 存在 P 中唯 



一的一个 《(»), 使得对 P 的每个/都有 

这推广了 Hadamard 1903 年⑽ 得到的一个结果.1909年 Riesz (21 ) 
推广了这个结果，用 Stieltjes 积分表示 17(/), 也就是 

Riesz 自己还把这个结果推广到满足下面条件的线性泛函木对 
P 中所有的/, 

其中尨只依赖于这样，存在 P 中的一个函数《(*)，在允许 
相差一个积分为0的函数的意义下是唯一的,使得对 P 中所有的 
/, • 

(2) 17(/) 0)/( 執 
这个结果称为 Riesz 表示定理. 

泛函分析的中心部分是研究在微分方程和积分方程中出现0 
算子的抽象理论.这个理坨统一了微分方程和积分方程的特征 k 
理论以及作用在 n 维空间中的线性变换.这样的一个算子，例如 

〆 》 ) v)f(y)dy 

(其中6是给定的)，把/变到0并且满足某些附加 条件. 在抽象 
算子的符号4和符号 g-Af 的表示法之下,线性是指 

(3) A{hfi+^2f a )-KAft+^Afuy 

其中\是任何实常数或复常数.不定积分 #(*) =£/(<) 由和微 
商尸(*)=乃/(*)，对通常的函数类来说，就是线性算子.算子 *4 

(20) Comp. Send., 136, 1903, 351〜 354-ffluWM, 1, 405〜 408.. 

(21) Comp. Send., 149, 1909, 974 〜 977,和 Ann. deVEcde Norm. Sup., 28,1911, 




的连续性是指，如果函数序列/»按函数空间的极 K 意义收敛到/， 
那末 4/* •必然趋向于 2/. 

带对称核 1(®, y) 的积分方程的抽象推广是算子4的自伴 
性.如果对于任何两个函数都有 

(Af u /,)■(/!, Af 2 ), 

其中 (4A, A) 表示空间中两个函数的内积或数量积,那末称2为 
自伴的.在积分方程的情形，如果 
• y)fiy)dy, 

则 '. U/i, h) - y)My)Ma>)dyda>, 

(fi, y)faiy)fi{fo)dy da>, 

因而只要核是对称的 ,就有 (AfufXfh Af 2 ). 对任意的自伴 
算子，特征值都是实的,而且对应于不同特征值的特征函数是互相 • 
正交的. 

作为泛函分析核心的抽象算子理论的一个良好开端，是由 
Riesz 1910年发表在《数学 年戶》 Awidlen) 的文章 
中傲出的，文中也引进了及空间(第#章第4节).在那里他把 
积分方程 

• 伞⑷一入 £反(*, t)<f>(t)dt-m 
的解推广到 P 空间中的函数. Riesz 把表达式 

设想为作用在 函数珍 (0 上的变换.他称之为泛函变换，.记为 
W(0). 然而，由于瓜她所处理的抑)是属于 P 空间的，所以 
变换就把函数变到同一或另一空间去.特别地，一+把 P 中的函 
数变为 P 中的函数的变换或算子,称为在 P 中是线性的，如果它 
满足 (3) 并且如果! T 是有 界的； 这就是说/存在一个常数及，使得 



对 P 中所有满足 




的函数/都有 

后来这种尨的最小上界称为 T 的范数 (norm)， 用 HT| 表示. 

Rie® 还引进了 T 的伴随或转置算子的概念.对 P 中任何 
一个 P 和作用在 P 中的 
⑷ J:r(/( 物⑻鈿 

对固定的夕与在 P 中变动的/定义了 P 的一个泛函.因此由 
Kieez 表示定理，存在 P 中的一个函数 >K»), 在差一个积^为0 
的函数外是唯一的，使得 * 、 

(6) ' £『(/⑻)〆 *) 办- £/(o ^㈤血 • 

T 的伴随或转置算子用 3- 表示,现在就定义为 •!>« 中这样的 算子： 

它对固定的只与 g 有关，并根据等式 (5) 把 g 对应于也也就‘, 
说，(用近代的记号，满足（2，/, 50 _ (/, T*g).)T m 
是 P 中的线性变换,而且~ |T||. 

Riesz 现在考虑方程 

⑹ ， r (難 =/(*) 

的解，其中 T 是 P 中的线性变换，/已知而令是未知的.他证明 
(6) 有一个解当且仅当 

|£/(妙)豳|<龙([:㈣⑻) | W 
对办中所有的0都成立.他由此引入逆变换或逆算子 r- 1 的概 
念，并把完全一样的思想引到 r*- 1 . 借助于伴随算子，他证*明7 
逆算子的存在性. 



⑺. 抑)- ⑻， 

其中孓现在表示 £[(®, 以成而 * 表示受 [ 作用的一个函数. 
他的补充的结果是限于 i 2 的，在其中有为了处理积分 
方程的特征值问题,他引入了 Hilbert 的全连续的概念，但现在是 
对抽象算子说的. P 中的一个算子 f 称为是全连续的，如果兄 
把每一个弱收敛的函数序列(第 "45 章第4节)映为强收敛的序列， 
也就是说, {/-} 弱收敛蕴含{疋(/,)>强收敛.他曾证明 (7) 的谱是 
离散的(这就是说，不存在对称 K 的连续潘)，并证明相应于不同 
特征值的特征函数是正交的. 

应用范数概念作为研究抽象空间的另一种方法也是由 Riesz 
开始的 . (J2> 然而，賦范空间的一般定义却是在1920到1922年间 
由 Stefan Banaoh (1892 〜 1946)、 Hans Hahn (1879 〜 1934)、 
Eduard Helly(1884 〜 1943) 和 Norbert Wiener (1894 〜 1964) 给 
出的.虽然这些人的工作有许多是重迭的，并且优先权的问埋也 
很难弄清，但要算 Banach 的工作影响最六.他的动力来自积分 
方程的普遍化. 

所有这些工作，特别是 Banaoh 的工作主要特点是要建 
立具有范数的空间，但这范数却不再用内积来定义.虽然在 P 中 
»/1 -(/,/) I但是不可能这样来定义 Banaoh 空间的范数，因为 
内积不再是可用的了. 

Banaoh 从空间五出发 ，用 & …表示五中的元素，而用 
a, b ， 0,… 表示实数.他的空间的公理分成三组.第一组包含十 
三条公理，说明五在加法下是一个交换群，与实数进行数乘是封 
闭的，实数与元素的各种运算满足熟知的一组结合律和分配律. 

第二组公理刻划忍中元素（向量)的范数.范数是定义在 S 


上的实值函数的，用表示.对于任一实数《和 E 中的任一元素 
*, 范数具有下列性质： • 

(a) ||*||>0 ； 

(b) IN-0 当且仅当 *=0; 

(0) m = 

(d) |*+y|<IN + 〖y||. 

第三组只包含一个完备性公理，它说 ：如果 对范数来说 
是一 Oauohy 序列，即如果 ^lim 一 =0,则存在 i? 中一个元 
素*,使得思 ^-4-0. 

满足上述三组公理的空间称为 Banach 空间，或完备的賦- 
范向量空间.虽然 Banach 空间是较 Hilbert 空间更为一般的， 
因为在定义范数时没有事先假设两个元素的内积存在,然而作为 
一个必然的后果却是，在非 Hilbert 空间的 Banaoh 空间中失却了 
两个元素正交这一关键性概念.第一和第三组条件对 Hilbert 空 
间也成立，但第二组条件却较 Hilbert 空间范黎的要求为弱. 
Banach 空间包括 P 空间，连续函数空间，有界可测函数空间，以 
及其他具有合适范数可用的空间. 

有了范数的概念, Baiiaoh 能够对他的空间证明许多人们熟悉 
的事实.关键定理之 一是： 设{%}是丑中的一序列元素，满足条 
件 


g w<°°. 


则按范数收:敛到 E 的某个 元素屯 


在证明了一些定理之后, Banach 考虑定义在一个空间上而取 
值在另一个 Banaoh 空间迅中的算子.一个算 乎少称为在％ 处 
相对于集合4是连续的,如果 F(*) 对4的所有 * 有定义,并且 *0 
厲于义和2的导集，而且当 {*•} 是4中以勒为极限的序列时， 
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则7(私)趋向他还定义了>相对于集合4的一致连续性， 
然后把他的注意回到算子序列.算子序列 w 称为在集合2上按 
范数收敛到如果对于2中每一个 * 都有; 尺 (*) -F{x). 

Banach 引进的一类重要的算子是连续的加法算子.一个算子 
F 是加法的，如果对所有的 * 和!/都有 F{x+y) ^F{x) +F(y). 
可以坶明，一个加法的连续算子具有 性质： = 对一 
切实数都成立.如果，是加法的,并且在丑的二个元素(点)处 
连续，那末它处处连续并且是有界的，即存在只依赖于 P 的常数 
你，使对；中一切 * 成立.另外一个定理 断言： 
如果 W 是加法连续算子序列，又罝是一个加法算’子，使得对每 
个 * 都有则尸是连续的，并且存在及，使得 
|仏(*)«<血|0 ； |对所有的《成立. ' 

在这篇文章中， Banach 证明了关于积分方程抽象形式的解的 
定理.如果^是定义域和值域都在空间五内的连续算子，又如 
果存在一个数龙，0<血<1,使得对所有丑中的 W 与都有 
fl^OO 那末存在丑中唯一的一个 元素％ 

满足少(00=».更重要的是下述定理：考虑方程 
⑻ a>+hF(p)~y, 

其中 y 是丑中的一个已知函数,，是定义域和值域都在£；内的加 
法连续箅子， A 是一个实数•令 if 是所有满足 I^(a») I <血'||*|| 
(对所有 》) 的常数血'的最小上界.那末对每一个 y 和每一个满 
足 | 碰 | <1的 A 值,存在一个函数 * 满足⑻，并且 
*=y+|j(-i)-w)(y), 

其中 FW) 篇 这个结果是谱半径定理的一种形 
式,并且是 Volterra 解积分方程方法的推广. 

Banaoh 在 1929年⑼> 引进了泛函分析这一学科的另一个重 



要概念，这就是一个 Banach 耷间的对偶空间或伴随空间.这个 
思想也由独立地引进过，但 Banach 的工作更完全.这 
种对偶空间就是已知空间上的全体连续有界线性泛函组成的空 
间.这泛函空间的范数取为泛函的界，可以证明这空间是完备的 
賦范线性空间，即 Banach 空间.实际上,这里 Banach 的工作推 
广了 Riesz 关于 P 与 P 空间的工作，其中?= ? /(2>-1),因为 P 
空间等价于 P 空间在 Banach 意义下的对偶空间.甩 Riesz 表示 
定理 (2), 把 Banach 的工作 和这联系起来是很明显的.换句话说， 
Banach 空间 S 和它的对偁空间的关系，就象 P 和£«的关系一 
样. 

Banaoh 从连续线性泛函（即定义域是空间的连续实值函 
数)的定义着手，并证明每一个这样的泛函是有界的.一个关键性 
的定 i 是今夫所谓的 Hahn-Banaoh 定理,这推广了 Hahn 的工作 
中的一个定理.设 P 是定义在一个完备的賦范线性空间丑上的 
—个实值泛函,并且2>对5中的所有 ® 与 y 满足 条件： 

(a) p(*+y)<p(«)+p(y )； 

(b) (人 >0). 

■ 这时就存在上的一个加法泛函/,使得 

一 p(-®)</(*)<p(®) 

对72中一切 * 成立.还有好几个论述 B 上的连续泛函类的定理. 

泛函方面的工作引导到伴随算子的概念.设 ■« 和汉是两个 
Banaoh 空间, J7 是定义域在内取值在 S 内的连续线性算子.用 
和分别表示定义在 S 和 /S 上的全体有界线性泛函.于是17 
诱％时一个从到 iT 中的变换 如下： 如果 p 是&的一个元素， 
则〆 17(®)) 对于5中的一切》是定义好了的.但由 C7 和分的线性 
性质可知这也是定义在 *8 上的线性泛函，即梦汲⑷)是 B •的一 
个元素.换个说法是，如果17 ⑻巧， 则〆!/) -/(»), 其中/是 B 
(25) Jour, fiir Math., 157, 1927, 214 〜 229. 
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上的一个泛函，即的一个元素.这个诱导出来的从以到 
变换 IT， 称为 C7 的伴随算子. 

运用这个概念， Banaoh 证明，如果 17* •有一个连续逆，则 
梦_0)对汉中的任一 y 是可解的.而且，_果/■『&)对疋 
的每一个/可解，则存在,并且在17的值域上是连续的，其中 
?7在 S 内的值域是指所有这样的 y 的集士，对于它存在以的一个 
9, 使得〆 3/)=0 只要 P (夕 ）=0, (最后这个命题是 Fredholm 择 
一卑理的一个推广 .） 

Banach 把他的伴随算子理论应用到 Riesz 算子，这种算子是 
Riesz 在他1918年的文章中引入的.这是形如 U=I-kV 的算子 
C 其中 J 是、恒等算子，而 r 是一个全连续算子.这时抽象理论可 
以应用到定义在 [0, 1] 上的函数空间 L 2 和算子 
V ^( x ) =»(*) t ) x ( t ) dt , 

其中 ££ iT 2 (*, t ) dsdt < oo m 艳一般理论应用到 

⑼ y (*) =»(*) —入 £ K ( s , t ) x { t)dt 

以及与它相应的转置方程 

(10) /(•) - 〆 *) K { t t ,) g ( t ) dt y 

便知道如果是 (9) 的特征值，则 Ao 是 (10) 的特征值，反之亦然. 

进一步， （9) 对于心有有限多个线性无关的特征函数，并且这对 

(10) 也是真的.还有，当时 (9) 对所有的2/没有解.事实 

上, （9) 有解的一个必要充分条件是，这《个条件 

']^!/(0政)(0 由=0, 2,…， n 

都被镝足，其中妒，…， ，是 

0-^(a)-Xo£jT0,0^(0^ 
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的线性无关解的集合. - 


4. HUbert 空间的公理化 

函数空间和算子理论，在1920年代似乎正在朝着只是为抽象 
而抽象的方向前进.甚至 Banach 也没有运用过他的工作.这种 
情况引起 Hermann Weyl 评论道 ：“从 1923年开始 …… Hilbert 
空间的谱理论被发现是量子力#的合用的数学工具，伹这并不是 
功绩而是一种幸运.”量子力学的研究表明，一个物理系统的可观 
测对象可以用 Hilbert 空间中的线性对称算子表示，而且表示能 
量的特殊算子的特征值和特征向童(特征函数)，正是原子中一个 
电+的能级，并对应于这系统的稳定量子状态.两个特征值之差 
给出放射光量子的频率，从而确定物质的辐射谱.1926年 Erwiji 
Sohrodinger 提出了他的基于微分方程的童子理论.他还证明了 
这理论和 Werner Heisenberg 的无穷矩阵理论 (1926 年）是一致 
的,后者曾被应用到量子论上.但把 Hilbert 的工作和微 分方按 
特征函数论统一起来的普遍理论还是缺门. 

算子在量子理论中的应用，刺激了 Hilbert 空间和算子的抽 
象理论的研究.这首先是由 John von Nenmann (1903-1957) 
在1927年着手进行的.他的方法是同时处理平方可和序列空间 
和定义在某公共区间上的函数空间. 

在两篇文章中 (26> , von Neumann 提出了 Hilbert 空间以及 


:从 Norbert Wiener, Weyl 和 Banach 的工作中看到，但 
iiarni 的工作更完全、更有影响.他的主要目标是对袓大 
I Hermite 算子阐述普遍的特征值理论. 

1入了定义在复平面的任一可测集 E 上的可测的、平方 
: Ann., 102, 1929/1930,49〜131 和370〜 427=CoH. Work»,2, 3~143. 
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可积的复值函数所构成的空间他还引入了类似的复序列空 
间，也就是，全体复数列 勿， a 2 ，…所成的集合，它们具有性质 
2 Riesz-Fisolier 定理表明,在函数空间的函数同序列 

空间的序列之间，存在一个一一对应 如下： 在函数空间中选取一 
个完全的标准正交函数系{如},如果/是函数空间的一个元素， 
那末/关于 ^{必*} 的展开式的 Fourier 系数就是序列空间的一个 
序列；反过来，对于一个这样的序列， i 2 空间中存在唯一的(允许 
差一 f 积分为0的函数)一个函数，它以这个序列作为它关于 {0,} 
的 Fourier 系数. 

进一步，如果定义函数空间中内积 (/, 50为 

(/, 9 ) 

其中^是梦⑻的复共轭,而在序列空间中，序列《和6的内积 
定义为 

(«,6)=2认， 

那本，在/对应于《而 p 对应于6时，弯 (/, 梦 )-(«, 6 ) . 

这些空间中的一个 Hermite 箅子 B 定义为一个线性算子，具 
有这样的 性质： 对它定义域中的所有/与劣都有(丑/，50«(/，1^). 
类似地，在序列空间中,有(你， 6) - («, Rb). 

Von Neumann 的理论同时对函数空间和序列空间规定了公 
理方法._提出了下列的公理 基础： 

(A) H 是一个线性向量空间.即在丑上定义了加法和数乘， 
使得如果 fi 和 A 是 丑的元素,电和0 2 是任意复数，则 «i/.+« 2 / 2 
也是丑的元素. 

.(B) 在丑上存.在一个内积，即任两向量/与穿的一个复值函 
数，用 (/, 50表示，具有 性质： (a) (a/, g)=a(f, gh (b) (/x+ 
/*, + ffh (o) (/, (d) (/, f)> 



o； (e) (/,/)=0当且仅当/ = 0. 

若 (/, s0=o, 则称 / 与 g 正交 ./ 的范数就是 VI777J, 用 
1/«表示.量»/— W 定义了空间的一个度量. 

(C) 对刚才定义的度量来说丑是可分的，即相对于度量 
1/ 一 在丑中存在一个可数的稠密集 .. 

(D) 对每一个正整数 n, 丑内存在个线性无关的元素. 

(E) H 是完备的.就是说，如果 {/J 使得 fl/.-/ m || 当 m, n 
趋向00时趋向于0,则在5中存在一个/使得〖/一当《趋向. 
无穷时趋向于0 ( 这种收敛等价于强收敛). 

从这些公理可推出一系列简单 性质： Sohwarz 不等式 
9(f, 丑中的任一完全的标准正交集必是可数的， 

以及 Parseval 不等式 ： g 丨 （/, ⑹| 2 <〖/|| 2 . 

VonNeumaim 接研究了 H 的线性子空间和投影算子.若 
■flf 和 W 是 H 的闭子空间，则 if _ W 定 X 为 M 中所有与 W 的每 
一元素都正交的元素所构成的集合.投影定理 如下： 设I是 
的一个闭子空间，则 H 的任一元素/可以分解成 /=g+A, 其中 
夕属于 Jf, A 属于丑 一ilf， 并且这种分解是唯一的.投影算子& 
定义为就是说，它是定义在整个上的算子,它把元 
素/投枣到/在 M 中的 分量. 

在他的第二篇文章中， vonNenraarni^B 中引入了两种 
拓扑： 强的和弱的.遥拓扑就是通过范数定义的度量拓扑.弱 
拓扑我们不严格叙述，它是_相应于弱收敛的一组邻域系提供 
的. - 

VonNemnanji 得到了许多关于 Habwrt 空间中夢子的结果. 
算子的线性是事先假定的，积分通常都了解为 Lebesgue-Stieltjes 
积分.线性有界变换或算子是指把一个 Hilbert 空间的元素变成 
另一个 Hilbert 空间的元素南变换，它满足线性条件 (3) 并且是有 
界的 i 所谓有界是说，存在一个数财，使得这 空间中 受算子 B 作 



上述 M 的最小可能值称为丑的棋.这最后一个条件等价于算子 
的连续性.算子在一点连续连同算子的线性，充分保证了算子在 
所有点都连续，从而有界. 

存在一个伴随算子对于 Hermite 算子， R - R \ 并称 B 
为自伴的.对于任何算子 ■«, 如果就称为正规的. 
如果 = 其中 J 是恒等算子，那末 S 和正交变换类 

似，从而称为酉算子.对于酉算子尽有|丑(/)卜 fi/H. 

Von Nemnami 的另一个结果是,如果 J2 在整个 Hilbert 空间 
上是一个 Hermite 算子,并且满足弱闭条件，即只要 /• 趋向于/, 
«</•) 趋向于 A 就有那末 i? 是有界的.进一步，如果 
是 Hermite 算子，那末对卖轴上的某个区间 （m, if) 外的所有 
复的和实的心算子有逆算子存在> 其中区间 (m, Jlf) 是这 
样一个区间，当丨 /fl-1 时， _， /) 的值在此区间内.一个更加 
基 4 本的结果是，对应于每一个线性有界的 Hermite 算子 i2, 在两 
个算子和 JE + iEinzeltr 娜 formatiomn ) ， 具有下列 性质： 

(a) E - E _ = E -， E + E += E + , I = E ^+ E +, 

(b) E . 和 _ E + 是可交换的，并且与任何同丑可交轶的算子 
是可交换的. 

(0) 和丑丑 + 分别是负的与正的(所谓 •Bl 是正的是指 

(AE + (/)>0 对一切 / 成立) . 

- (d) 对于所有使22/ = 0的八丑_/ = 0而丑 + / = /. 

Von Neumann 还建立了 Hermite 算子和酉算子之闾的一个联 
系，这就是，若汀是酉算子，而 S 是 Hbrmite 算子，则 

Von Neumann 随后把他的理论推广到无界 算子； 虽然他的 
贡献以及其他人的这类结果是十分重要的，但是若对这些成果作 
叙述，就会使我们过分地深入到现代的发展. 



基者们的希望落空: T. 
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发散级数、 


在这世纪初已认为薹断然从严密数学中 ® 速出去的那些 


级数，在这世纪末竟又重敲接枘之门，这磷实是我们科学 
的一个 奇怪的交迁. 


James Pierpont 


这级数是发散的；因此我们有可 t 用它来作些事情. 


1.引 官 

从十九世纪后期起，象发散级数这样一个课題的认真研究 k 
明,数¥家如何从根本上重新考虑他们自己关于数学本性的观念. 
在十九世纪前期，他们接受了对发散级数的禁令,理由是，数学受 
某些内在要求或自然支配所限制，囿于一类固定的正确概念之内 
但到这世纪之末他们却认识到，他们有自由接纳已显示出有用的 
任何思想. 、 

我们可以回想一 T, 在整个十八世纪,发散级数在或多或少意 
识到它们的发散性之下一直被使 用着； 因为只用很少几项它们确 
实给出函数的有用逼近.在 Cauchy 建立严密数学之后，多数数 

学家遵循他的意见，把发散级数作为不可靠的东西而摒弃.然而， 

有少数数学家(第40章第7节)继续维护发散级数,因为不论是函 
数的计算,还是作为导出它们的那些函数的分析等价物,它们都由 
于很有用处而给人以极深的印象.还有其他一些人维护发散级数, 
是因为发散级数是发现新事物的一种工具.例如 De Morgai^ 说： 

'(1) Trans. Comb. PhU. Soc., 8, Part D, 1844,182 〜 203, 1849 年出版 • 







1 .引畜 185 VI 

“我们必须承认，很多级数我们现在不能可靠地使用，除非作为发 
现的一种工具,它们的结果是要随后加以验 证的; 而最坚决地摒弃 
所有发散级数的人，无疑是把它们的这种用处放在他的私室里 


天文学家甚至在发散级数被排斥之后仍旧继续使用它们，因 
W 由于计算目的，他们的科学迫切需要它们.由于这种级数开始 
很少几项就给出有用的数值^逼近，所以天文学家就不顾这些级数 
从整体看是发散的这一亊实；然而数学家关心的却不是前十项或 
二十项的性态,而是整个级数的特征，所以不能把这种级数的事情 
建筑在实用这一唯一的根据上. 

然而，正如我们曾经指出过的（第40章第7节)， Abel 和 
Canohy 二人并非不关切他们在排斥发散级数时丢掉了某些有用 
的东西. Cauchy 不仅继续使用它们(看下面) r 还写了娌为《论发 
散级数的合理运用》 (Sur l’emploi l^itime des series divergentes) 
的文章其中谈到 logr ㈤或 logw! 的 Stirling 级数(第 20 聿 
第4节),他指出,这级数虽然对所有的 * 值发散，但当 * 是很大的 
正数时,可以用来计算 logiX®). 事实上他证明了,若固定所取的 
项数《，则求和过程停在第《项时所产生的绝对误差小于下一项 
的绝对值,而且当 * 增大时误差变小. Cauchy 试图弄明白为什么 
这级数所提供的逼近会这样好，但他失败了. 

' 发散级数的用途终于使数学家们确信,一定有某种特性存在 ,• 
只要加以提炼,就会显示出为什么它们会提供良好的逼近.这正如 
Oliver Heaviside 在《电磁理论》第2卷 (1899) 中所表述的，“对广义 
微分和发散级数这个题目，我必须说几句话.……在被严密主义者 
的湿毛毯人为地冷却下来之后,要激起任何热情是不容易的.…… 
一定会出现发散级数的理论,或者说比现在范围 要大的 函数论，它 
把收敛级数与发散级数包括在同一个谐和的整体里 Heaviside 
(2) Comp. Bend., 17, 1843, 370^376 -(Buurw, (1), 8,18 〜 25. 






在做这个评论的时候,他不知道某些步骤已经开始了. 

数学家们推进发散级数这门学科的意愿，无疑由于已经逐渐 
渗入到数学领域的其它影响而得到加强，这就是非 Euclid 几何和 
新 代数. 数学家们缓慢地开始意识到数学是人为的， Cauchy 的 
收敛定义不再被认为是某种神力所施的一种高度的必然.他们在 
十九世纪末叶，在对那些给函数提供有用逼近的各种发散级数的 
本质进行提炼的过程中取得了成功. Poinoar6 称这些级数为渐近 
级数，虽然在这一世纪它们被称为半收敛级数，这后一术语是 
Legendre 在他的《 数论 论文* { Em,i de la theoriedes nomb & r », 1798, 
p. 13) 中引入的,它也被用来称呼振荡级数. 

发散级数理论有两个主题.第一个是已经作过简短介绍的， 
就是某些这种级数，在取固定项数时，能逼近一个函数,变童愈大， 
逼近得愈好.事实上， Legendre 在他的《椭圆函数论： 
fonctions eUiptiques , 1825-1828) 中-已经用下述性质表征过这种 
级 数:中 止于任何一项所产生的误差，都与省去的第一项同阶.发 
散级数论的第二个主题是可和性概念.有可能用一种全新的方法 
定义级数的和，它为 Caiidiy 意义下发散的级数给出有限的 
和. 


2. 发败级数的非正式应用 

我们曾经有机会叙述过十八世纪收敛级数与发散级数两者都 
被应用 的斩究 工作. 在十九 世纪，在 Canohy 摒弃发散级数以前 
和以后，某些数学家与物理学'家仍继续使用它们.一个新的应用 
是用级数对积分估值.自然,作者们那时并没有意识到，他们是在 
寻求整个渐近级数展开，还是在寻求积分的渐近级数展开的开头 
几项. 

积分的淅近估值至少可追溯到 i^aplaoe. 在 他的？ 概率的解 



析理论 analyiique des probabiUUs, 1812) 中' Laplace 
用分部积分得到了误差函数的展开式 

Erfo(D-J r •.小 

他注明了这个级数是发散的，但他对很大的丨角它来计算 
ErfoCT). 

Laplace 在哼一书⑷中还指出,积分 

f ♦(物⑼}•如 , 

当* 很大时依赖于《(«0在其平稳点(使 u'^y 一0的 * 值)附近的 
值. Laplace 用这个观察结果证明了 . 

•卜 (1+ 去+4+".)， 

这个结果也可以从 log*! 的 Stirling 逼近得到(第 20 章第 4 节). 
.Laplaoe 在他的《概 率的# 析理论》 <6> 中曾有机会研究过形如 

( 1 ) 

的积分，其 中夕 可以是复的， A 和《是实的，而0是大的正数.他 
明确指出，对积分的主要贡献来自积分区域中使 A ①达到它的绝 
对极大的那些点的直接邻域. Laplace 所说的贡献，就是我们今天 
所谓的积分的渐近级数估值的第一项.如果 A(0 刚好在 <==(« 取 
得一个极大值，那末 Laplke 的结果 便是： 当*趋向宁 oo 时 

， (— W^^. 

如果要估计的积分不是 (1) 而是 

由， 


⑼ 



的平稳点很可能对 /(*) 的渐近值提供主要的贡献.如果 T 是使 
V④_0的 f 的值，又妒 ( T )>0, 则当 * 变为无穷时， 

这个原理曾由 Stokes 在1856年的文聿中用来对 Airy 积 
分(看后面)进行估值，原理曾由 Lord Kelvin 确切地叙述过 . (8) 它 
的第一个令人满意的证明是由 George N. Watson (1886-1966) 
给出的 . w 

在十九世纪最初几十年里， Cauoliy 和 Poisson 把许多含有参 
数的积分化为参数的幂级数.对 Poisson 来说，积分是在地球物理 
的热传导和弹性振动问题中出 现的； 而 Cauohy 涉及的是水波、光 
学和天文.例如, Cauchy- 在研究光的衍射时把 Fresnel 积分表 
示成发散 级数： 














Jo COS ( 吾 2*)(& =吾一 i\rcos 音 TO a +Jf sin 吾 Wi 2 , 
JJsin (晉 g»)dz=y_3f cos 晉 m 2 -Nwn^m 2 t 


其中 / 

M 1 1.3 , 1.3.5,7 »■ 1 1-3-5 , 

在整个十九世纪还创立了其他几种方法 (_ 如最速下降法)来 
计算积分值.所有这些方法的完满的理论，以及很好地搞清楚逼 
近究竟是什么，是级数的一些单项还是整个级数,不得不有待于渐 
近级数理论的建立. 

许多用上述方法展开的积分最早是作为微分方程的解出现 
的.发散级数的另一用法是直接解微分方程.这种用法至少可追 
溯到 Euler 的著作 < u >, 在关于解非均匀弦振动问题的研究(第22 
章第 3 节)中,他给出一个常微分方程(本质上就是 f 阶 Bessel 方 
程，其中 r 是整数)的渐近级数解. 

Jacobi< 12 > 对很大的 * 给出了人 (*) 的渐近 形式： 

傾- 幽口严 一〜 … }]. 

发散级数在解微分方程中的一个稍微不同的用法是 Liouville 
提出的.他寻找 <13) 微分方程 






的近似解， 其中趴 办和办是*的正的函数， A 是 参数； 要求在 
上求解.在这里，同边值问题要找入的离散值相反，他感 
兴趣的是对大的X值得到 y 的某种近似式.为此，他引入变量 

⑷ 一 (9 oP ) 七仏 

从而得到 

(5) 杂偽， ， 

其中 « 

ra ^' 1/4 w (gop)1/4 ~^ 

然后他运用一系列步骤,用现代语言来说,相当于用逐次逼近法求 
解一个 Volterra 型积分方程，这就是 

w(<) -=©! ooaU+e a fm 人 *+ 又 血 \ 卜 *) K*) 切 ». 
Liouville 接着论证了对充分大的X值，方程 (5) 的第一近似应当 
是 



如果现在把由 (4) 给出的训与 < 的值用来求⑻的近似解,从⑻就 
有 
(7) 

不过 Liouvaie 并没有意识到，他已经对于大的X得到了 (3) 的一 
个渐近级数解的第一项. 

Green 〜在研究波在管道中传播时用过同样的方法.这方法 



⑻ y"+^q(f», 入) y-o 

的方程，其中 A 是大的正参数，而®可以是实数或复数.它的解现 

在通常表示为 

误差，项意味着，精确的解应当包含一项 罗(》, 入)/入，其中 
对所考虑区域中的所有*和人是有界的.当限制 
在复 * 平面的一个区域内时,这误差项的形式也是对的. Liouville 
和 Greeii 都没有提供这误差项或者使他们的解成立的条件.更 
加一般和准确的逼近 ，是在 Gregor Wentzel(189$~)< 15 >.Hendriok 
A. Kramers(；1894 〜 1952) ⑽、 L6on Brillouin(1889-1969)< 17 > U 
及 Harald Jeffeys (1891 〜)⑽等人的文章中弄清楚的，并且成了 
人们熟知的 WKBJ 解.这些人都是研究量子论中的 Sohrodinger 
方程的. 

Stokes 在1860年宣读的一篇文章中 <19) ,考虑了 Airy 积分 

(10) 叫二 009 

当很大时的值.这个积分表示衍射光接近焦散面时的强度. 
Airy 曾经给出灰展为 m 的幂的一个级数, 虽然 它对所有的 m 收 
敛，但在计算上当 |m| 很大时却不适用. Stokes 的方法是构造一 
个微分方程，使这个积分是它的一个特解，而以在计算中可用的发 
散级数(他称这种级数为半收敛的)来解微分方程. 

(15) ZeU./Hr Ph^ilc, 38, 1926, 518-529. 

(16) Zett.fiir Phyrile, 39,1926, 828 〜 840. 

(17) Como. Send.,183, 1926, 24~26. 



(12) C7 = An~^ (i2cos-| S sin 吾 再、 

+B «- i/ *( i ^鲁 V ?— Sco 4>/¥)， 


使 U 成为解的量 2 和 S 是用特殊的办法确定的（在这里 Stokes 
使用了驻波原理).对负的《，他也给出了类似的结果. 

级数 (12) 和负的抑的级数，取其若干项，其性态很象收敛级 
数,但实在都是发散的. Stokes 注意到，它们可以用于计箅.给定 
w 的一个值，可以用从第一项起直到对所给值为最小的那一项 
止.他给出一种定性的论证，说明为什么级数对于数值工作是可 
用的、 

在4正的和负的《求解 (11) 时, Stokes 遇到了特殊的困难.他 
不可能通过使 n 越过0而从正的 n 的级数过渡到负的 n 的级数， 
.因为这级数对》=0没有意义.他因此尝试通过 n 的复值从正的 
6过渡到负的但这并不产生正确的级数和常数因子. 






的同一个线性组合,决非必然表示同一个通解.他发现，当跨越由 
n 的幅角=常数给出的某些直线时，这线性组合的常数突然改变 
了.这些直线现在称为 Stokes 线. 

虽然 Stokes 本来主要关心的是积分值的计算，但是他很清楚， 
发散级数可以一般地用来解微分方程. Euler、Poi_ 和其他人， 
也曾用这种办法解出个别的微分方程，但他们的结果看来是给出 
特殊物理问题的解的一些诀窍.在18时年和1857年的文章中， 
Stokea 实际上给出了几个例子. 

上面关于用发散级数计算积分与解撖分方程的工作，是许多 
数学家和物理学家所完成的工作的一个样品. 


3. 渐近级数的正 式理论 

在函数表示和计算中有用的那些发散级数，对它们本性的奏‘ 
整认识，以及这些级数的正式定义，是1886年由 Poincar6 和 
Stieltjes 独立坤完成的. Poinoar6 称这些级数为渐近级数，而 
Stieltjes 则继续使用半收敛级数这个名称. Poinoar6^> 研究这个 
课题是为了进一步研究线性微分方程的解.受发散级数在天文学 
上的用途所感动，他力图找出什么东西是有用的以及为什么会有 
用.在去伪存真与确切陈述本质方面他获得了成功.^形如 
( 16 ) . … | 

的级数，其中叫今 ® 无关，我们说它对于大的*值渐近地表示函 
数/0)，是指 

(16) Hm*" [/(*) 一 (ao+++ …+|)]=0 

对1, 2, 3,…成立.这级数一般是发散的，但在特殊情形 




可以是收敛的.这级数与 /(*) 的关系表示为 

这样的级数是函数在 * = oo 的邻域内的展开式. Painoa r 6 在他 
1886年的文章中考虑了实的 * 值.然而,该定义对复的 * 也成立， 
只要用00代替000就 行了； 虽然表示的正确性就要被限 
制在复平两上的一个以原点为顶点的扇形内. 

级数(沾)是在的邻域内渐近于 /(»)• 然而这定义已 
经被推 广了： 人们说级数 

flo+OiiB+a# 屮… 

在0^0渐近于 /(»), 如果 

巧 去 [/ ㈤ -:f 

虽然在某些渐近级数的情形，人们知道中止于某一项将会出 
现什么样的误差;但对于一般的渐近级数,人们还不知道关于数值 
误差的这种信息.然而，渐近级数对于大的$可以用来给出相当 
精确的数值结果，只要取那样一些项，当所取的项愈来愈多时，这 
些项的数值大小是递减的.到任何一步，误差大小的数量级等于 
丢掉的第一项大小的数童级. 

Poinoart 证明，两个函数的和、差、积、商，可用它们各自的渐 
近级数的和、差、积、商渐近地表示，只要作为除数的级数的常数项 
不为 0. 还有，如果 


/(*) 〜 Oo +~^~+~^ + …， 

那末 - 

积分的运用包含着原来定义的一个微小的推广，这就是 

分 (*) 〜/ ⑻ + 夕 (®) ( «g 十子+ 音 +…)， 




3. 渐近级数的正式理论 


只 要- 

即使当 /(*) 与梦 (*) 本身没有渐近级数表示时也成立.至于微. 
分,如果已知尸(《0有渐近级数表示，那末它可以从 /(*) 的渐近级 
数经逐项微分得到. 

若一已知函数有一个渐近级数表示,则它是唯 一的; 但反过来 
不成立，因为，例如， （1+0- 1 与就有相同的渐 
近表示. 

Poinoart 把他的渐近级数理论应用于微分方程，在他的 
天体力学著作《天体力学的 叛方法 》iLes Methodes rwuvelksdehi 
m^oanigm celette)^ 中就有很多这样的应用.在他1886年的文 
章中所研究的方程类是 

(17) 八…屮 P 0 (*)y=0， 

其中户*(*)是》的多项式.实际上 Poipoart 只研究了二阶的情 
形,但他的方法可以用于 (17). 

方程(17〉的奇点只有 jP 〆®) 的零点和 ®-oo. 对于正则奇点 
{Stelle dw Bestimmtheit) , 存在由 Fnoha 给出的积分的收敛表达 
式(第29章第5节).于是考虑一个非正则奇点.用线性变换可以 
把这个点移到《>去，而使 方程保 持其形式.如果 P- 是？次的， 
则0 = 00是正则奇点的条件是， P n _ lf P n _ 2t Po 的次数最多分 
别是 p-n. 对于非正则奇点，这些次数中的一个 
或多个必须大些. ： Poinoang 证明，对于形如(打)的徽分方程，只 
要 P* 的次数不起过 P- 的次数,则存在《个形如 

~(』。+夺+…） 

的级数，它们形式地满足微分方程.他还证明，对应于每一个这样 
的级数，存在一个表成积分的精确解,以这级数为它的渐近表示. 
(22) Yol. 2, Chap. 8, 1893. 



Poincare 的结果包括在下述的 Jakob Horn (1867-1946) < 28 > 
定理中. Horn 处理方程 

'(18) ^">+ at (a?) 4― • + (*) =0, 

其中系数都是 * 的有理函数，并且假设对于充分大的正 *， 可以展 
成形如 

’ Or ⑻ - ^^ 卜❶ +^+^^+…] ， r-1, 2, n 
的收敛级数或渐近级数，其中&是正整数或 0. 如果对于上面的 
方程 (18), 特征方程即代数方程 

饥 "+ Oi, +…+% 0 ■ 0 . 

的根 mi, 抓•互不相同，则方程 （18) 有》个线性无关的 

解2/1，於 ，…， 办,对充分大的正*，它们也可以渐近地展成 形式： 

± 争， r -1, 2, 

其中办(*)是*的^：+1次多项式，它的 * 的最髙次幂的系数是 
W(fc+1), 两办与^^^是常数，但 Ad Poinoar6 和 Horn 
的结果已推广到许多其它类型的微分方程，并且推广到特征方程 
的根不一定互不相同的情形. 

当 (18) 中的自变量允许取复值时,渐近级数解的存在、形式和 
范围，首先由 Horn ⑼处理过. George David Birkholf(1884~ 
1944) 给出了一个普遍的结果，他是美国早期的大数学家之一 
Birkhoff 在这篇文章中不是考虑方程 (18), 而是考虑更一般的方 
程组 

( 19 ) 卜 1，2, •••， n , 

其中当 Id>■« 时，对于每个叫都有 




®«i 0*0 〜叫 〆+ +•• •+a^ ) +a^ +1) ~4-***, 

并且对于 (19) 而言，特征方程 

ja, 广 8y«| =0 

有互不相同的根.他给出了於的渐近级数解，它们在复平面上以 
为顶点的各扇形中成立. 

尽管 Poinoar6 和其他人的上述展开式都是由自变量的幂构 
成的，但是微分方程渐近级数解的进一步研究却回到了 LiouvUle 
最早考虑过的含参数的问题(第2节). Birlchoff 给出了这个问题 
的普適结果. (20> 他考虑 

(2°) p)*=0, 

其中 W 是大的，并且托[«， «.. 函数叫 (*, P) 假设对复参量 p 
在/0»00 处是解析的，并且对实变量 * 有各阶微商. 对叫 (*,. P ) 
所作的假设菹含了 

p) = g 

也蕴含了特征方程 

«>" +<*卜1,0 (a;) W 1 + …+ Oo* (*) = 0 
的根吻(*),奶⑻，…，构 (*) 对每一个*是互不相同的.他证明 

(20) 有》个无关解 

勿 P), 、 

这些解在 P 平面（由 P 的幅角确定）的区域 S 中关于 p 是解析的， 
使得对任一整数 W 和充分大的 | P | 都有 

(21) Zi{x, p) p)+exp [/a J" uu{t)dt ] Eop~ m , 

其中 




(22) «i(®, p) =exp [p J: 奶⑺出 ] 繁 , 

而爲是 *, p, w 的函数，且对于所有 [<®, 6] 中的 * 与沒中的 p 有 
界.这些叫(*)本身是可确定的.由于 (22), 结果 (21) 表明為是由 
1/P 直到 i / p "- 1 诸项加上一个余项(呷右边第二项，它包含 1/V") 
所得级数给出的.此外，由于 w 是任意的，人们可以在《*(*，/») 
的表达式中随意取 l/p 的任意多少项.因爲有界，余项对 1/P 来 
说比叫(*, P) 的阶更髙.于是，令 m 变为无穷所得到的无穷级数， 
在 Poinoar6 意义下渐近到 2i(®, p) / exp[pj* w { (t)dt^. 

在 Birkhoff 定理中，复数 p 的渐近级数只在复 pf 面的一个 
扇形区域成立. Stokes 现象就出现了.也就是说， 

越过 Stokes 线的解析开拓，并不能由 2*(®, p) 的渐近级数的解析 
开拓给出. 

渐近级数的运用，或微分方程解的 WKBJ 逼近的运用，提出 
了另一个问题.假设我们考虑方程 
(28) . 

其中*在|>， 6] 中取值.对于充分大的X，由于 (7), WKBJ 逼近 
在*>0处给出两个解，在 *<0 处也给出两个解.而在使?(»)*0 
的 * 处发生了问题.这样的点称为过渡点、转折点或 Stokes 点.然 
而，（23〉的精确解在这种点处却是有穷的.问题是要连接在转折 
点各侧的 WKBJ 解，使它们在微分方程的求解区间 [«, 叼内表示 
同一个精确解.为了把问题提得明确些，假设上面的方程中 ^0) 
对于实'的*是实的，并且时 g(»)-0, 还假设 

90*0 对于正的*是负的(或者反过来〉.对*<0,给定两个 WKBJ 
解的一个线性组合,对*>0,则给定另一个线性组合.问題在于 




解决越过《(*)的零点的方案首先由 Lord Rayleigh< 27 ) 提出， 
并由熟悉 Rayleigh 工作的 Richard Gans (1880 〜 1964) ⑽作了 
推广.他们两人都是研究光在变介质中的传播的. 

连接公式的第一个系统研究是由 Harold Jeffreys^) 独立于 
Gans 作出的. Jeffreys 考虑方程 

(24) 鲁十祝 ㈤ ，。， 

其中*是实的， 入是充 分大的卖数，只有一个单零点,譬如说 
*-0. 他导出了连接 (24) 在 x>0 和*<0时的渐近级数解的公 
式,用的是 (24) 的一个近似方程，即 

(25) -0-+XV=O, 

它是用 * 的一个线性函数代替 (24) 中的 Z(*). (25) 的解是 

(26) S 4 ⑻ 

其中 f-(2/3)X»~. 对充分大 的*, 这些解的渐近展开式可以用 
来连接*=0两边的渐近解.在连接过程中,必须考虑涉及 * 及入 
变域的许多细节,这里不讨论.在大董文章中，连接公式的研究已 
推广到 (24) 中的有多重零点或《个不间的零点，以及更复 
杂的二阶方程与髙阶方程,或复呻 ® 与入等各种情形. 

渐近级数的理论,无论是用来计算积分或者微分方程近似解， 
近年来都有巨大的拓广.特别值得指出的是,数学发展表明,十八、 
十九世纪的人，最有名的是 Euler, 他们觉察到发散级数的巨大功 
用，并坚持认为这些级数可以用作它们所表示的函数的分析等价 
物， 即级数的运算对应于函数的运算.他们的路子是正确的.虽 
然他幻不能提炼出本质的严密的概念,但是,基于直观和所得到的 
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结果，他们看到了发散级数和它们所表示的函数是密切地关联着 
的. 


4 .可和性 

迄今谈到的发散级数的研究，都在于寻找渐近级数去表示函 
数，这些函数或者是有已知显式的，或者隐含在微分方程的解中. 
大概从1880年开始，数学家们研究的另一个问题，本质上是求渐 
近级数的反问题.给定一个在 Cmioliy 意义下发散时级数，能够 
賦予这级数一个“和”吗？如果级数是变项级数，这个“和”就会是. 
一个函数，对这个函数来说,这发散级数也可能是也可能不是一个 
渐近展开式.但是函数仍然可以取作级数的“和”，而这个“和”可 
以服务于某些有用的目的，即使级数肯定不收敛到这个函数,或者 
对于计算函数近似值来说可能用不上. 

求发散级数的和的问题，在 Oauohy 引进收敛与发散的定义 
以前，实际上多多少少已经在做了.数学家们遇到发散级数并求 
出它们的和,其机会与他们对收敛级数所做的几乎一样多,因为这 
两类级数并没有严格区别开来.唯一的问题是,合适的和是什么？ 
例如， Euler 的原则是(第20章第7节)，一个函数的幂级数展开， 
以导出这个级数的函数的值作为它 的和； 即使对于*的某些值这 
级数在 Canol^ 意义下是发散的，这个原则也对这级数给定一个 
和.同样，在他的级数变换中(第20章第4节)，他把发散级数变 
换成收敛级数，从不怀疑实际上每一个级数都应当有一个和.然 
而，在 Cauchy 确实作出了收敛与发散的区别之后，求发散级数的 
和的问题就在一个不同的水平上开始探讨.人们不再接受十八世 
纪关于所有级数各有其和的相对朴素的看法.新的定义规定了现 
在所谓的“可和性” (summability), 把它与 Cauchy 意义下的收敛 
性概念区别 开来. 



4 .可和性 
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事后人们可以看到，可和性的概念事实上就是十八世纪和十 
九世纪初期的人们所提出的.这就是与刚刚所述的 Euler 求和法 
相当的东西.事实上, Euler 在他1746年8月7日致 Go]dbaoh 的 
信中,认定幂级数的和是导出这个级数的函数的值，还认定每个级 
数都必须有和;但因“和”这个词隐含通常的相加过程,而在发散级 
数的情形，例如1 一 1!+23! + …， 这个过程又不导致“和”，所 
以对于发散级数的“和”,我们应当用“值”这个词. . 

Poisson 也引进了一种在今天看来就是可和性的概念. Euler 
把级数由之而来的函数的值作为这级数的和.隐含在 Euler 这个 
定义中的思想是 

(27) 

(上式中记号1 一是指 * 从左边趋向于 1.) 根据 （27), 1-1+1 
一： L+ …的和是 ， 

lim (1—®+as a —® 8 +...) = lim (1+®)- 1 

Poisson (30 > 曾感到级数 

sin sin 2 设 +sin 30+ … 

难以考虑,它除了 0 是 a 的倍数以外处处是发散的.他的想法是， 
就整个 Fourier 级数 , 

(28) -^-+2 («» b„ am nO) 

来说/火们应当考虑相关的幂级数 



并且定义 (28) 的和就是级数 (29) 当 r 从左边趋向于1时的极限. 
自然, Poisson 并没有意识到他是提出了关于发散级数的和的一个 
定义，因为正如曾经说明过的，收敛和发散之间的区别在他那个时 



候还不是紧要的. 

Poisson 所用的定义现在称为 Abel 求和.法，因为它还受到 
Abel 的一个定理 (31) 的启发,这个定理说,如果幂级数 

/ ⑻ - ga ， 

有收敛半径 r, 并且在 ®=r 收敛，则 
(SO) 

于是由级数在一 r<*<r 内所定义的函数/⑷在左方连 
续.然而，如果 2X 不收敛而极限 (30) 在 r = l 存在，那就有了发 
散级数和的一个定义.对于在 Canoliy 意义下发散的级数，这个 
可和性的正式定义，直到十九世纪末，由于即将说明的原因，一直 
没有被提出. 

_重新考虑发散级数求和法的动力之一，除了这些级数在天文 
研 &中继 续有用之外，是解析函数论中的所谓边值问 
题个幂级数可以在以 r 为半径的圆的内部表示一个 
解析函数，但不包括圆周上的 * 值.问题在于能否找到一种和的 
概念，使得幂级数在时可以有和，并且使得这个和就是 
/(*) 当 K 趋向 r 时的值.正是这个延拓解析函数幂级数表示范 
围的尝试，推动了 Frobenius, EKildei 和 Ernesto Oes^ro 的工作. 
Frobeniua 证明 (32) ,如； i 幂级数的收敛区间是 一1<®<1, 
又如果 

(31) **=«(>+«1 +—+«», 

则 恕 

只要右边的极限存在.因此，对在正常意义下发散的幂级数 
可以有一个和.此外，如果 /(®) 是这幕级数所表示的函数，则 
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Frobenius 对级数在 *=1 的值的定 义与& /(*) 一致. 

脱离与幂级数的这种联系， Frobenius 的工作提出了龙散级 
数的一种可和性定义.如果•发散， ft •有(31〉中的意义，则可 
以把和取作 

兵要这个极限存在.例如，对于级数1 一 1+1—1+…，队的值是 

ij ♦，香 ，香 , …从而如果•收 

敛/则 Frobenius 的 “ 和”就是通常的和.这种取级数部分和的平 
均的思想，可以在较早的文献中找到 . Daniel 30111011111 <33 >与 
Joseph L . Raabe (1801 〜59)_对特殊类型的级数就用过. 

在 Frobenius 发表他的文章之后不久， Holder ^ 作出了一种 
推广.给定级数 2 a „ ，令 

- 

❻ 滅 >+ 俨 + •.— d 


* 卜古 or" 1 〉 ++… +*r d 〉• 

于是和为 



只要这极限对某个 r 存在. Holder 的定义现在叫 OH , r ) 求和法. 
Hdlder 给了一个例子. 考 虑级数 


(33) Comm. Acad. ScL Petrop., 16,1771, 71-90. 

(34) Jour.fOr Math., 15, 1836, 355 〜 364. 
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一 V — 1 . 2 = - 1 — 2 ® - 3 « 2 + 4® 8 - . 

(1+®) 

这个级数当 * = 1 时发散.然而对 * = 1 有 

*0= -1, 81=1, 82 = -2, «3 = 2, 84--3, .• 

因此 

f 一 1， 逆)-一 1 4 2 〉一吾，*卜-|,❸一醫，…. 

几乎显然地有 Hm^ 2 >= —1/4,而这就是 Holder 和(丑， 2). 这也 
是 Euler 根据他的原则给予这个级数的值,他的原则是,和等于导 
出这个级数的函数的值. 

可和性的另一个在现在来说是很标准的定义，是由那不勒斯 
(Naples^ 大学教授 Cesiro 给出的_.设级 数是; §叫 令知为 
|：««. 那末063如0和就是 
(83) , (r 整数且 >0)， 

其中 

以及 jcd _ (r+l)(r+2) … (r+w) 

" n\ ' 

r=l 的情形包含了 Frobenius 的定义. CeaYro 的定义现在叫做 
(fly r) 求和法. HSldeir 与—的方法给出相同的结果. Holder 
可彔和隐含 OesAro 可求和，是由 Konrad Knopp(1882 〜 1957) 在 
1907年的一篇没有发表畔学位论文中证明的，逆定理则是由 
Walter Sohnee (1885 年生)证明的 • (87) 


某些可和性定义的有趣特点是，当应用到收敛半径为1的幂 
级数时，它们不仅给出与⑻一致的和(其中/⑷是由级数 
给出其幂级数表示的函数)，而且还有进一步的性质，这就是他们 
在 i®i>i 的区域内保持有意义，并且在这些区域内提供了原来幂 
级数的解析开拓. 

求发'散级数的“和”的更进一步的动力，来自一个完全不同的 
方向，这就是 Stieltjes 对连分式的研究.连分式可以变换成发散 
麥数或者收敛级数，反过来也成立，这一事实曾经被 Euler 利用 
过.^> Euler 希望(第20章第4、6节)为发散级数 

(34) 1—21+3!-4! +5!- 

找到一个和.在他论发散级数的文 章 (89) 以及与 Nicholas Ber- 
notdli (1687 17邱)的通信中， Enler 首先证明级数 
(86) » - (1 ! )» 3 + (2 J )* 3 - (31 — 

形式地满足微分方程 

而对这方程他得到了积分解 
㈣ HrA 成 

然后应用他导出的把收敛级数变换成连分式的规则， Euler 把 
(36) 变换成 




作发敢级数 (36) 的“ 和”； 后者事实上是这积分的渐近级数.另一 
方面他表明，如何把发散级数变换成连分式.事实上他用了 
的连分式去计算级数 (34) 的值. 

这类性质的研究，在十八世纪后期偶然地有一些,而在十九世 
纪^有了很多，其中最值得注意的是 Laguenre 的工作他首先 
证明积分 (36) 可0展成连分式 (37). 他还处理了发散级数 
,(38) 1+*+2!» 8 +3!« 8 + •». 

因为 ml ■ r ( m + l ) er a t m dz , 

这级数可以写成 

Jo e ~ M zdz + x a j ^ e ~ t z 2 dz +-->. 

如果形式地交换积分与求和的次序，就得到 
j"。(1 + az + a> 2 z 2 + ...) cfo, 

或 

(的） 聲 J >- .士*. 

这样导出来的 /(*), 对所有正实数之外的复的 * 是解析的，并且 
可以当作级数 (38) 的和. 

Stieltjes 在他1886年的学位论文中着手研究发散 级数/ 吻在 
这里 Stieltjes 引进了一个级数渐近于一个涵数的定义，完全与 
Pomoor 6 引进的 相同; 然而在其他方面,他却只限于某些特殊级数 
的计算. 、, 

Stieltjes 继续研究发散级数的连分式展开，.在1894〜95年写 
了两篇关于这个课题的著名文章 (w) . 这个工作是连分式解析理论 





在这两篇文章中,他引进了后来以他的名字命名的积分. 

Sfcieltjes 从连分式 

(40) --L_-J： 1 I _1_1_ 

«1«+ «3+ <*82+ 04+ <*52+ «2•+ 02n+lZ+l 

出发，其中％是正实数而0是复数.他接着证明，当级数知发 
散时，连分式 (40) 收敛到一个函数 F(Z), 这函数在复平面上除去 
负实轴和原点以外是解析的，并且 

当2知收敛时， （41) 的奇部分和与偶部分和收敛到不同的极限 
巧⑻与八⑻，这里 

灿卜 J : 赞， 抑 ) -1: 聲 

现在,人们知道,连分式 (40) 能形式地展成级数 

( 42 ) ，笋 沪争+ …， 

其中命是正的.这种对应(在一定限制下)还是可逆的.对于每一 
个级数 (42), .都对应着一个带正和的连分式 (40). Stieltjes 说明 
了如何由如定出 o <; 他还在2叫发散的情况下证明了 比值。 •/〜 
是递增的.如果它有一个有穷的极限 M 则级数在|*1>^时收敛； 
但是如果这个比递增而无极限，则级数对一切0发散. 

级数(42)和_分式 (40) 之间的关系说得更为详细.虽然级数 
. 收敛时连分式就收敛，但反过来却不真.当级数 (42) 发散时，必须 
按照2 »•发散还是收敛而分成两种情况.在前一种情况，正如我. 
们已经说过的，连分式给出一个而且只有一个与之等价的函数，这 
可以当作发散级数 (42) 的和.当2〜收敛时，从连分式得到的是 
两个不同的函数,一个从偶部分和收敛得到,另一个从奇部分和收 



敛得到.但对于级数 (42)( 在它发散时)却有 无窍多 个函数与它对 
应,其中每一个都以这级数作为渐近展开. 

Stieltjes 的结果还有这样的意义：这些结果表明，发散级数至 
少分为两类，一类是，#在适当的单个等价函数，以这级数为它的 
展开，另一类则是至少存在两个等价函数以这级数作为展开.连 
分式只是级数与积分之间的一个中 介物； 也就是说，给定一个级 
数,通过连分式可得到积分.因此,一个发散级数总是属于一个或 
多个函数，这些函数可以在和的一种新的意义 f 当作这级数的 
和. 

Stieltjes 还提出并解奂了一个反问题.为了叙述简单，我们 
假设炎 (《) 可微，因而积分 (41) 可以写成 

对应于发散级数 (42) 以及在2如发散的情形,存在一个这种形式 
的积分.问翹就是已知道级数去找 /(w). 积分的形式展开表明 
(43) n=0, 1, 2, 

因此知道了〜之后,必须确定 /(«), 使它满足无穷多个方程 (43). 
这就是 Stieltjes 所谓的“矩量问题”.它并非只有唯一解，因为 
Stieltjes 本々 就给出了函数 

/(w)==tf"^sm 

它使得〜=0对一切《成立.如果加上补充 条件： /(«) 在积分限 
之间是正的，则只有单独一个 /(«) 是可能的. ’ 

可和性级数理论的系统发展是从 Borel 自1896以来的工作 
开始的.他首先给出 Ces^ro 定义的推广.然后他仿效 Stieltjes 的 
工作,给出一个积分定义. <44> 如果把 Laguerre 所用的过程用到任 
何一个形如 
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(44) a 0 +«i*+ <*2» 2 + ••• 

的收敛半径有限(包括 0) 的级数上,就导致积分 
(46) 

其中 …+^_炉+…. 

这个积分就是 Borel 在其上建立他的发散级数理论的表达式.它 
被 Borel 当作级数 (44) 的和.级数称为原来级数的关联级数 
(assooiateed series). 

如果原来的级数 (44) 有大于0 ~收敛半径则关联级数代 
表一个整函数.这时积分在收敛圆内时有意 
义，并且积分值和级数值相等.但是这积分也可能对收敛圆外的 
® 值有意义，这时这积分就提供了原来级数的一个解析开拓. 
Borel 称这+级数在*点(在这点积分有意义)是可和的 (summable) 
(在刚才解释.过的意义下). . 、 

如果原级数 （44) 发散 （5=0), 则关联级数4以收鈿也可以 
发散.如果它只在平面的一部分上收敛，我们就不仅 1E 
关联级数的值，也把它的解析开拓的植看成尸(《).于是积分 
以有意义，并且正如我们看到的，就是从原来的 
发散级数得到的.使原来的级数可和的 * 值的区域的确定，曾由 
Borel 研究过，他考虑了原来级数收敛 (i2>0) 与发散 (5=0) 这两 
种情形. 

Borel 还引进了绝对可和性 (absolute summability) 的概念. 
原来级数是绝对可和的，如果 

e ~ g F ( zx)dz 

绝对收敛，并虹后续的积分 
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都有意义.接養证明，绝对可和的发散级数可以完全象收 
敛级数那样进行运算.换句话.说,这级数代表一个函数，并且可以 
代替函数进行运算.例如，两个绝对可和级数的和、差、积是绝对 
可和的，并且分别是每个级数所代表的函数的和、差、积.类似的 
事实对绝对可和级数的微商也成立.此外，对收敛级数来说，本述 
意义的和与通常的和是一致而减去前々项所得级数的和化为 
整个级数的“和”减去前 A 项^和. Borel 强调指出,求和性的任何 
令人满意的定义必须具有_些性质，虽然不是所有的定义都这样. 
他不要求任何两种定义必_有相同的和. 

这些性质有可能把 Borel 的理论直接应用到微分方程.事实 
上,如果微分方程 

y , 〆 ， …， ^)*0 

对 * 来说在原点是解析的，对 y 和它的 琳商来 说是代数的,则形式 
上满足微分方程的任何绝对可和的级数 

«o +%®+他》 2 + … 

商定义一个解析函数作为这方程的解.例如， Laguerre 级数 
1+* 于 2!jp 2 +31» 8 + … 

形式地满足微分方程 

is 9 奋 +(*-l)y--l, 

因此函数(看 (39)) 

必_定是这方程的解. 

可和性概念一经获得一定的承认，成打的数学家就引进各式 
各样的新的定义，它们满足 Borel 或其他人提出的部分或全部要 
求.许多可和性定义被推广到多重级数.另外，各种包含可和性 




概念的问题被提出来了，并且有许多得到了解决.例如，假设一个 
级数用某种方法可和,需要对级数加上什么条件,在承认它的可和 
性下，译使得它在 Oauohy 意义了是收 敛的？ 这样的定理为了纪 
念 Alfred Tauber (1866 年生）而命名为 Tanbw 型定理.例如 
Tauber 证明了<«>，如果 Abel 可和到 *, 并且当《趋向无穷时 
n 和趋向于0,则收敛到 s. 

可和性的概念确实容许我们对大量的发散级数给出它们的和 
或俥.因此怎样才算完成这个问题就不可避免地提出来了.如果 
一个已知的级数是直接从物理现象提出来的，和的任何定义是否 
合适必然完全取决于这个和在物理上是否有意义，正如任何几何 
的物理应用取决于这几何是否描述物理空间. Oauohy. 的和的定 
义是经常适合的一种,因为他基本上说的是,这和是按通常意义将 
愈来愈多的项接连相加而得到的.然而在逻辑上没有什么理由宁 
愿姜和的这个概念而不要介绍过的其他概念.确实的，用级数来 
表示函数的范围由于应用这些较新的概念而大大地扩大了.例如 
H. A. Sohwarz 的学生 Leopold Fej6r (1880 〜 1959) 说明了可和 
性在 Fourier 级数理论中的价值. Fejdr 在1904年证明气如果 
在区间 [-or, WJt, /(®) 是有界的而且 (Riemann) 可积，或者是 
无界的但积分^/(»)办绝对收敛，那末在区间中每个使 /(* 十 0) 
与 /(» — 0) 存在的点上, Fourier 级数 

(®» 008 nx+b m wxnsc) 

的 Frobenius 和是 [/(®+0) +/(®-0)]/2. 在这个定理中加在 
/(«) 上的条件弱于以前各种定理中使 Fourier 级数收敛到/0)的 
条件. 

Fej6r 的基本结果成了级数可和性的一系列广泛而富有成果 



的研究的开始.我们在很多场合看到了用无穷级数表示函数的需 
要，例如在解偏微分方程的初值问题或边值问题中为了满足初始 
条件，通常需要把给定的初值函数/0)用特征函数表示出来，这 
些特征函数是把边界条件用到从分离变量法得出的常微分方程去 
时得到的.这些特征函数可能是 Bessel 函数， Legendre 函数，或 
者其他任何一类特殊函数.然而这样的特征函数级数在 Cauohy 
意义下不一定收敛到已知的/0«0,但这级数却又确实可能在这 
种或那种可和性的意义下可和到 /(*), 并且初始条件由此得到满 
足.可和性的这些应用显示了这个概念的巨大成功. 

发散级数理论的形成与被接受，是数学成长的又一个显著的 
例子.首先它说明，当一个概念或技巧 k 明是有用的时候，即使它 
的逻辑含糊不淸甚至不存在，但通过持续的研究仍将会揭出逻辑 
上的正确性.这纯粹是一种事后思考.它还证明，数学家对数学 
是人为的这一点认识到了何种程度.可和性的定义并不是愈来愈 
多的项连续相加的自然概念(这概念 Oauohy 只不过是把它严密 
化了而已)，它们是人造的 （artificial). 但它们为数学目的服务， 
其中甚至包括了用数学去解决物理问题；而这些现在成了承认它 
们属于合法数学的充分根据. - 
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张量分析和微分几何 


于是，或者作为空间基础的客体必 領形成 一个离 t 的洸 
形，或者我们必須从它的外部关系4•，从作用于 它上面 •的 
各约束力中，去寻找其度量的槻据.这兼把我引到 另一门 
科学——物理学的領域，而我工作的目的不允许我今天进 
入*个領域 • 


1. 张量分析的起源 

常常# 当作一个全新的数学分支的张量分析,它的开始创建， 
或者是为了适应某种特殊的目的，或者只是为了璋应数学家的爱 
好.实际上，它不过是一个老的题目——主要与 Riema^m 几何相 
联系的微分不变量研究——坤一种变形.我们可能记得(第37章 
第 B 节)，这些不变纛就是这样一些表达式，它们在任何坐标变换 
下保持其形式和值不变,因为它们代表几何性质或物理性质 .• 

微分不变量的研究是由 Riemann, Beltrami, Ohristoffel, 和 
Lipsohitz 开创的.新的方法是巴勒摩 (Palermo) 大学的数学教 
授 Gregorio Riooi-Curbastro (1863 〜 1925) 创建的.他受 Luigi 
的影响，后者的工作则追随 Christoflfel. Ricci 企图促进一 
种研究工作，为几何性 质和物 理规律的表示式寻找二种在坐标变 
.换下不变的形式.关于这个课题，他的主要工作是在1887〜1896 
年这段时间做的，虽然在1896年以后他和一个意大利学派，仍 

继续在这个课题上工作了二十年或更多.在这段主要的时期里， 

Ricci 完成了他称之为绝对微分学 (absolute differential calculus). 



的方法和紧凑的表示法. Ricci 在1892年发表的一篇文章<«中， 
给出了他的方法的第一个系统报告，并把它应用于微分几何和物 
理学的某些问题中. 

九年以后， Eiooi 和他著名的学生 Tullio Levi-Civita (1873 
〜 1941) 合写了一篇总结性文章《绝对微分法及其应用》 (Methods 
of the Absolute Differential CalouluB and Their Applications) 
Riooi 和 Levl-Oivita 的工作，对这个算法给出了更为明确的阐述. 
至于这门学科变成通常所说的张量分析，那是在1916年 Einstein 
给它以这个名称之后.考虑到 Riooi 及后来的 Levi-Oivita 和 
Riooi 在记法上的许多变更,我们将使用现在已变成较为标准的那 
种记号/ 


2.张置的概念 

. 为了建立由 Riooi 所引进的张董的概念,我们考虑函数 A(^ t 
< •••,**). 我们用厶表杀32/細.于是,表达式 
⑴ , 2A〆 

在形如 

的变换下是一个微分不变量.这里假定函数力具有所需要的各 
阶导数,并且变换是可逆的，从而有 

⑻ ！/*= W ，…， O . 

在变换 (2) 下,表达式 (1) 变成 

⑷ 22,(^, y*, jTX 

然而, 并不等于4.而是 

(1) Bull, des Sci. Math., (2), 16,1892,167~189-*Ppere, 1,288 〜 310. 

(2) Math. Am., 54, lflOl, 125^201-Bicci, Opere,2, 185 〜 271. 



⑹ f 2 广鲁 "■义菩十▲备十…+^•每， 

在这里4中所有的 W 应当理解为要换成它们用所有 J/ 1 表示的 
式子.这样, 就通过变换 (5) 的特殊规则同為相联系，在 (6) 中 
包含变换的一阶导数. 

Riooi. 的想 法是: 不把注意力集中在不变的微分形式 （1) 上， 
只要处理函数组 

Ai, A 2 , A n , 

就够了，而且更为迅捷，他把这个分童组称为一个张量，只要在坐 
标变换下新的分量组 

2i, 2 a , — , J m 

同原来的分量组有变换规则 （5) 的那种关系.正是这种明确地突 
出函数组（或系）与变换规则，成了 Riooi 对镦分不变量这一课题 
的研究方法的标志.数量函数2的梯度的分量為所构成的组， 
是1阶协变张量 (oovaxiant tensor) 的一个例子.一个函数组(或 
系)表征一个不变量,这一概念本来并不新鲜,因为在 Riooi 时代向 
量已经为人妍共知.向量用它在•-个坐坪系中的分量表示，并且， 
如果向童在坐标变换下保持不变,如象它本来应该的那样,那么这 
些分量也要受一个变换规则的制约.但是， Riooi 所引进的新的系 
统却更要一般得多,并且着重于变换规则这一点也是新的. 

作为 Riooi 所引进的观点的另一个例子，我们考虑距离元素 
的表达式.它由下式 给出： 

( 6 ) 

根据几何的理由，在坐标变换下距离由的值应保持不变.然而， 
如果我们作变换 (2) 并把新的表达式写成形式 

则伽 …，* *) 将不等于氐/(〆，…， y*) (这时全体V的值和全 




体 W 的值表示同一个点 >,而有关系式 
⑻. 知 

这时伽中所有的要代以它们用.所 有# 表示的值.为了证明 
⑻式成立,我们只需在 (6) 式中代以 

代鈿以 

再提出办 1 的系数.这 f , 虽然并不就是伽，我们却知道 
如何从如得到 © w . 基本 d 次形式的《 2 个系数所形成的一组' 
数是一个 2 阶协变张量，其变换规则由( 8 )给出. 

Kooi 还引进了反变 (oontravarient) 张量.考虑前面用过的 
变换的逆变换.若这个逆变换是 

则 

( 10 ) …盏菩紀- 

现在，如果把所有的看作构成一个张董的一组童，那末我们可 
以看到，当然伹是用 (10) 说明的变换规则，我们能够从 
所有的^得到所有的元素所成的组称为1阶反变张 
量，反变这个词是指在这个变换中出现的那些办 VS*' 同 (8) 和 
(5) 中出现的导数 相反. 这样，变换变悬的各个微分就构 
成一个1阶反变张量. 

相应地，我们能够有二个指标反变的2阶张量、如果在变换 
⑼下，函数组 ，的 必 …, 稱， i»l, 2, …， 《) 的变换规则 
是 


( 11 ) 


2 '1,昝 昝# 



则这个组是一个 2 阶反变张量.此外，我们能够有所谓混合 
(mixed) 张童，它的某些指标是协变的，而另一些指标是反变的. 
例如,数组戽 (U, k-l f 2, «) 表示一个混合张量，其中（按 
照 Riooi 的表示法)二个下标是协变的，一个上标是反变的.元素 
为邱的张量称为3阶张量.我们还能够有 r 阶的协变、反变和 
混合 张童. 一个 r 阶的》维张童将有 W •■个分量.在第37章中的 
方程 (21) 表明 Riemaim 的四指标记号 (4, 砍)是一个4阶协变张 
量.1阶协变张量是一个向量.对于一个向量， Levi-Oivita 如下 
定义一个与之相关的反变 向量： 如果组&是一个协变向量的分 
董，则组 


是一个相关的反变 向量; 是一个商,它的分子是全部 私所形成 
的行列式中元素仍*的余子式,它的分母是行列式的值夕. 

张量有运算.例如，如桌我们有二个同类的张量，即有相同个 
数协变指标和相同个数反变指标的张量，我们就可以通过把它们 
具相同指标的分量相加而拇这二个张量加起来.例如 

必须而且能够证明， （7/ 构成一个具协变指标 i 和反变指标)•的张 

量. 

可以把指标遍历1到 n 的任意二个张量相乘.举一个例子就 
足以说明这个意思.例如 

对于具有这#个分量邱的张量，能够证明，它的下标是协变的 
而上标是反变的.张量没有除法运算. 

缩并运算 (operation of oontraotioii) 可用下述例子来说 明:给 
定张童#，定义量 
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这里在右边我们把分童加起来.能够证明,数组所是一个具协变 
指标 i 和反变指标 A 的2阶张量. 

总之,一个张量是一组函数(分童)，它们相对于一个参考标架 
或坐标系而言是固定的，在坐标变换下它们按一定的规则变换.一 
个坐标系中的每一个分童，是另一个坐标系中的所有分童的线性 
齐次函数.如果在同一个坐标系中,,一个张量的所有分量等于另 
一个张量的所有分量，那末它们在所有坐标系中都是相等昀.特 
别，如果在一个坐标系中的分量全为0,那末在所有坐标系中也全 
为 0. 于是，张量的相等相对于参考系的变换是不变的.一个张 
量在一个坐标系中所具有的物理的、几何的，甚至纯数学的意义， 
在坐标变换下保持不变，所以在第二个坐标系中仍然具有这些意 
义.这个性质在相对论中有重要的意义，在相对论中每一个观测 
者都有他自己的坐标系.因为客观的物理规律是对所有观测者都 
成立的规律，所以为了反映同坐标系的这种无关性,这些规律都表 
示成张量. 

利用掌握的张童概念,可以把 Riemann 几何中的许多概念重 
新用张量形式来表示.或许最重要的就是空间的曲率. Riemann 

的曲率概念(第37章第3节)可以用多种方式表示成一个张童.近 

代的表示法使用 EinsiBin 所引进的求和约定，即如果在二个记号 
的乘积中有一个指标是重复的，那就理解成为求和.例如 

用这种记号表示曲率张量(参看第37章的 [20]), 有 

丑*吵雄 ，入] ，，入] 

+ «> s] - {/w, s} [V, 8], 


或等价地 






用*-去{ 并 ,备 iJh w , *> 



其中，方括号表示第一类 Christoffel 记号，大括号表示第二类 
Christoffel 记号.这二种形式中的任何一种现在都叫 Iliemanii- 
Christoffel 曲率张量.由于在分量之间有某些关系(这些关系我 
们不准备叙述)，这个张量的不同分量的数目是 nW — 1)/12 .当 
»»~ 4 时(在一般相对论中就是这种情形)，不同分量的数目是 2 0. 
在二维 Riemann 空间中，只有一个不同的分量,它可以取为 
这时 Gauss 的总曲率兄可以证明是 

9 

其中 fir 是所有伽的行列式或 gi^-gh . 如果所有的分量全是 
零，空间便是 Euolid 的. 

Riooi 从 Riemann-Ohrifltoffel 张量用缩并的方法得到一个张 
量，现在称为 Riooi 张量或 Einsteiix 张量.这个张量的分重是 
当^4时， Einstein^ 用这个张量表示他的空-时 
Ri^maim 几何的曲率. 


3.协变微分 

Riooi 还在张量分析中引进了一种运算，后来他和 Levi- 
Oivita 称之为协变微分 (oovaxiant differentiation). .这种运算早 
在 Christoffel 和 Lipsohitz 的工作 (6> 中已经出现过. Christoffel 曾 
经给出一种方法（第37章第4节)，从包含基本形式如和函数 




咖， 吻，…, %)的导数的微分不变量，用这种方法可以推出一个 
包含高阶导数的不变量. Riooi 认识到这个方法对于他的张量分 
拆的重要性并采用了它. 

Ohristoffel 和 LipsoM_ 处理整个形式的协变微分，而 Ricoi 
根据他侧重于一个张量的全部分量的观点，对这些分童作协变微 
分.例如，如果 ® n ) 是一个向量或1阶张量的协变 
分量，厶的协变导数不简单地是对的导数，而是2阶张量 

^ 12 ) g 

其中大括号表示第二类 Ohristoffel 记号.同样地，如果^ ^是一 .. 
个2阶协变张量的分量,則它关 于®* 的协变导数是 

(13) 知=替-衾枞分‘一畜{执 

对于一个具有分量 /的 1阶反变张童,其协变导数为 

4 -筈+1外 n 

而这是一个2阶混合 张量. 对于具有分量4的混合张量,其协变 
导数是 

^ -替一§ j 淋， i >+| h }, 一 

—个纯量不变童岭的协变导数是协变向量,其分童由 ♦，帥 /祕 
给出.这个向量叫做纯量不变量的梯度. 

从纯数学观点来看，一个张量的协变导数乃是协变指标髙一 
阶的 张量. 这个事实是重要的，因为它使得在张量分析的范围内 
处理这种导数成为可能.这个事实也有几何意义.假定在平面中 
我们有一个常向量场,即在每点有一个向量的向量组，所有的向量 
有相同的大小和方向.那末任何一个向量关于一个直角坐标系表 
出的所有分量也都是常数.然而，这些向量关于极坐标系的分量 
(一个分量沿着向迳,另一个垂直于向径)却是逐点而异的,因为在 



这种坐标系中取分量所沿的方向是逐点而异的.如果取这些分量 
关于坐标 r 和0的'导数,则由这些导数表示的变化率,反映了由于 
坐标系的变化，而不是由于向量本身的任何变化，所产生的分量的 
变化.在 Rienmim 几何中所用的坐标系是曲线坐标系.坐标系 
的曲线性的影响用第二类 Christoffel 记号(这里用大'括号表示)给 
出.一个 f 量的整个协变导数，既给出由原来张量所表示的基本 
(imderiying) 赞 [理量或几何量的实际变化率，又给出基本坐标系 
的变化所引起的变化率. 

在 Euclid 空间中， (fe 2 总能化简为具有常系数的平方和，由于 
Christoffel 记号为0,协变导数简化为通常的导数.还有，在一个 
Riemami 度量中每个卯的协变导数都是 0. 这后一个事实是由 
Riooi<°> 证明的，因而称为 Riooi 引理. 

协变微分的概念使我们容易把向量分析中早已知道的、而刚 
才在 Riexnaim 几何中可以处理的概念的张量推广表示出来.例 
如，如果 4(#, * 2 , …， 是一个维向量2的分量，则 
(14) 

畢一个微分不变贵,其中/在上面已经说明过.当基本度量是在 
一直角坐标系中表出时(在 Eiwliti 空 间中〉 ，除了 的情形外常 
数/=0,这时协变导数和通常的导数是一致的.于是， （14) 变成 

“I 磬， 

而这就是三维 Euolid 空间中的所谓散度在《维 Euclid 空间中的 
类似物.因此 (14) 也叫分量为的张量的发散量.用 (14) 还能 
证明： 如果2是一个数量点函数，则义的梯度的发散量为 

(is) •表 






其中 乂 

的这个表达式也就是 Riemann 几何中的 Beltrami 的表 
达式(■第37章第5节). 

虽然 Riooi 和 Levi-Oivito 在1901年的文章大部分篇幅致力 
于建立张量分析技术,但是他们主要关心的是发现微分不变量.他 
们提出下述一般 问题： 给定一个正的二次微分形式杏和任意多个 
与之相关联的 函数^ 要从命的系数、函 数组攻 、和系数及函数的 
直到一定阶数 m 的导数，、构造出所有的绰对微分不 变量. 他们给出 
了一个完全的解.为此,只需要求出一个系统的代数不变暈，这个 
系统由下列元素 组成： 基本二次微分形式也任意关联函数组 S 
的直到饥阶的协变导数，且 当饥; >1时还有一个四线性形式民， 
其系数是 Riemaim 表达式(访，并)，以及它的直到饥一2阶的协 
变导数. 

在他们文章的结尾，指出了如何把某些偏微分方程及物理规 
律表示成张量的形式，以便使它们与坐标系无关.这是 Itiooi 所明 
确声明的目标.这样，在 Einsteiii 为了把物理规律表成数学不变 
式这个目的而使用张量分析之前许多年，张量分析就已经用于这 
一目 的了. 


4.平行位移 

从1901年到1915年，张量分拚的研究只限于极少数的数学 
家.然而， Einstein 的工作改变了婆个局面.当时，在瑞士专利局 
中被聘为工程师的 Albert Einstein (1879 〜 1955), 以他狭义或特 
殊相对论 (7) 的报告极大地震动了科学界.1914年， Einstein 接受 
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邀请，到柏林的'普鲁士科学院，作为著名的物理化学家/ Jacobus 
V^t Hoff (1852-1911) 的继任者.二年以后他发表了他的一 
般相对论. w 

Einstein 关于物理现象相对性的革命性观点，在全世界的物 
理学家、哲学家、和数学家中撖起了强烈的兴趣.数学家主要是被 
几何的本性所激动，因为 Einstein 发现这种本性在他理论的创建 
中是有用的. 

涉及四维伪 Euclid 流形(空-时)的性质的狭义理论，其解释 
最好用向量和张量来讲，而涉及四维 Riemann 流形(空-时)的性 
质的广义理论，其解释需要使用与这种流形相联系的特殊张量计 
算.幸而这种计算早已被发展,只是当时还没有受到物理学家的特 
别注意罢了. 

实际上， Einstein 关于狭义理论的工作并没有用 Riemaim 几 
何或张量分析. w 但是，狭义理论不涉及引力的作用.于是 Einstein 
开始从事于无引力的问题的研究，并通过在他的空-时几何中加进 
一种结构以说明它的效应，加进的结构使得物体自动地沿着这样 
一条轨道运动，这轨道，假设物体受引力作用时所运行的轨道相 
同._在.1911年他发表一种理论，这种理论认为引力是这样 的：它 
在整个空间都具有相同的方向，他当然知道这种理论是不现实的. 
直到这时 Einsteiri 只用了一些最简单的数学工具，并且甚至怀疑 
应用“高等数学”的必要性，他认为“髙等数学”常常会使读者惊呆. 
然而，在布拉格他同他的一位 同事、 数学家 Georg Pick 的讨论，使 
他的问题获得了进展， Pick 让他注意 Riooi 和 Levi-Oivite 的数学 
理论.在苏黎世， Einstein 遇见一位朋友， MaroelGrossmaim 

(1878 〜 1936), 后者帮助他学习这种 理论； 并且以此为基础，他成 









功地用公式表示了他的一般相对论. 

为了表示他的四维世界——三个空间坐标和一个表示时间的 
第四坐标， Einstein 用了 Riemann 度量 

(16) ^8*-^ g, f dxx dx u 

其中表示时间.这里如的选取要能反映各个区域中物质的存 
在.并且，因为这个理论涉及到长度、时间、质童和其他物理量由 
不同的观测者进行确定的问題 i 而这些观测者彼此相对地以任意 
的方式运动，所以空-时中的“点”要用不同的坐标系表示，一个坐 
标系隶属于一个观测者.一个坐标系同另一个坐标系的关系由变 
换 

•••, v*) (<-i, — , 4) 

给出.诌然界的规律应当是对所有的观测者都相同的那些关系或 
表达式.因此,它们是在数学意义下的不变量. 

从数学的观点来看， Einstein 的工作的重要性，就象已经指 
出的，在于促使对张量分析和 Riemann 几何的兴趣的增长.从相 
对论之后，张量分析中的第一个革新归于 Le#-Oivita. ，在 1W7 
年他改进了 Riooi 的一个想法，引进了 _向量的平行位移 
(parallel displacement) 或平行转移 (parallel transfer) .的概念. 
同一年 Gerhard Hessenberg 也独立地提出了这个思想⑽.在 
1906年 Brouwer 已经对常曲率曲面引进了这个概念.平行位移 
概念的目的是要说明一个 Rieipann 空间中平行向童是什么意思. 
这样做的困难可以这样 看出： 考虑一球的表面,把这个曲面本身看 
成一个空间，曲面上的距离由大圆弧给出，这样球面就 是一个 
Eiemaiin 空间.如果一个向量，例如起点在一个纬度圆上并指向 



Euo】id 三维空间中保持与自己平行，则当它在环绕圆周的半途中 
时，它不再同球相切，从而它不在那个 Kiemann 空间中.为了得 
到适合于 Riemann 空间的向量平行性概念，就要推广 Euclid 的 
乎行性概念,但是在推广的过程中要失去某些熟悉的性质. 

Levi-Oivita 用以定义平行转移或平行位移的几何概念，在曲 
面的情形是容易理解的.考虑曲面上的一条曲线让一个一端 
在0上的向量在下述意义下作跟它自身平行的 移动： 在0的每 
一点有一个切平面,这族平面的包络是一个可展 曲面, 而当这个可 
展曲面在一个平面上展开时,沿着 O 平行的向董在 Euclid 平面上 
就#的是平行的. 

Levi-Oivita 推广这个思想以适合 W 维 Riemaim 空间.在 
Euclid 平面上下述事实 成立： 当一个向量的起点沿着一箄线一 
平面上的测地线一作平行 / 于它自己的移动时，这个向量同这直 
线总是交成相同的角.根据这一点，在一个 Riemaim 空间中，平 
行性定义 如下： 当空时中的一个向量作平行于它自身的移动，使 
起点沿一条测地线运动时，这个向董同测地线(测地线的切线)必 
须仍然交成相同的角.特别，测地线的一条切线沿这测地线移动 
时保持同它1己乎行.按照定义，这平移的向置仍旧有相同的大 
小.这里理解为这个向量始终保持在 Riemann 空间中，即使这 
Riemarm 空间被嵌在一个 Eudid 空间中也是 这样： 平行转移的 
定义还要 求:. 当二个向量每一个都沿着同一条曲线 O 作平行> 
自己的移动时，它们之间的夹角保持不变.一般地说，沿一任意 
闭曲线 O 的平行转移，初始向量与最后向量通常不会有相同的 
(Eaolid) 方向.方向的偏差将与道路0有关.例如，考虑一个向 
董，它从球的一个纬度圆上一点出发,沿一子午线与球相切.当 
它沿着圆作 平行转 移时，它将终止于点并切于 曲面； 但是如果 
分是 P 的余纬度 （oo-latitude), 那末这向量最后将与原向量交成 






如果用 Riemann 空间中沿一曲线平行位移的一般定义,就得 
到一个解析条件.沿一曲线平行转移的反变向量的分量•满足 
镦分方程(省略了求和号） 

(17) ^： + Wr , a } x ^. O , a -1, 2,…，》， 

其中事先假定 tA<), i = 2, …， 《定义一条曲线.对于协变向 

量条件是 

(18) a- 1, 2, 

这些方程可以用来定义沿任何一条曲线 C 的平行转移.由一个定 
点 P 处的所有分量&值唯一确定的解, 是在 。的每一点有值的向 
量，并且由定义，它和 P 点的初始向量平行.方程 (18) 说明X•的 
协变导数是 0. 

—旦引进了平行位移的概念，就可以用它来描述一个空向的 
曲率，特别是用无穷小向量以无穷小步长作平行位移所带来的变 
化来描述.即使在 Euclid 空间中，平行性也是曲率概念的基础； 
因为一个无窍小孤的曲率依赖‘于走遍这弧的切向量的方向的耷 
化. 


5. Eiemann 几何的推广 

Riemaim 几何在相对论中的成功运用使数学界恢复了对这 
门学科的兴趣.然而， Einstein 的工作提出了一个甚至更为广泛 
的问題.他用的适当函数使空间中的质量的引力效应具#化. 
结果,、他的空-时中的测地线经证明恰恰就是物体自由运动的轨 
道，例如正象地球围绕太阳运转一样.与 Newton 力学中的情况 
不同，为了解释运动的轨道不霈要引力.重力的消失提出了另一 
个问題，那就是用空间的度童去解释电荷的吸力和斥力.这样一 










种成就将会给重力和电磁学提供一种统一的理论.、这个工作已经 
导致 Riemann 几何的种种推广，这些推广总称为非 Riemami 几 
何. 

在 Riemann 几何中，把空间中的点与点互相联系起来.它 
通过规定点与点之间的距离来指.明空间中的点彼此是怎样联系 
的.在非 Riemaim 几何中，点与点之间的联系不一定要用依赖于 
一个度量的方式来规定.这些几何的差异是很大的，并且每一种 
几何都有象 Riemaim 几何本身那样广阔的发展.因此，我们将只 
给出这些几何中的基本概念的某些例子. 

这方面的工作主要是由 Hermann Weyl< M > 开创的,他引进的、 
那类几何通称为仿射联络空间的几何.在 Riemann 几何中，一个 
张量的协变导数本身是一个张量,其证明只依赖于形如 

⑽ ah]hy - {吨刃备备 篇~ + ■备 n 

的关系，其中左边是在坐标从V到#的变换下{心， j} 的变换式. 
这些关系被 Ohristoffel 记号所满足，而这些记号本身是用基本形 
式的系数定义的.考虑用的涵数2^和！^的函数来代替 
这些记号，这些函数满足相同^关系 (19), 但是只规定作为给定的 












条曲线都是平行的(在该空间的平行位移的意义下),就称它为这 
空间的一条道路 (path). 这样，道路乃是 Riemann 空间的测地线 
昀一种推广.具有楠同^函数组的所有仿射联络空间有相同的道 
路.这样，仿射联络空间的几何'便不需要 Riemarm 度量. Weyl 
从空间的性质导出了 Maxwell 方程，但是这个理论整个说来并没 
有与其他已经确定的事实相一致. 

另一种非 Riemann 几何称为道路几何，将归于 Luther P. 
Eisenhart (1876 〜; L965) 和 Veblen^ 处理办法稍有不同.它从 
« 8 个给定的函数乃/® 1 ,…，® ") 出发.《个微分方程的方程组 

( 2 。） 替 +吝 rH。， 

确定一族称为道路的曲线，方程中的这是几何的测地 
线.（在 Riemaim 几何中，方程 (20) 正好是测地线的方程 .） 给定 
了刚才所述意义下的测地线,就能用完全类似于 Riemann 几何中 
的做法建立道路几何. 

Riemann 几何的另一种不同的推广，是 PaulFinsler(1894 〜） 
1918年在哥廷根他的一篇(未发表)论文中提出来的.在这种几 
何中， Biemann 库量此代之以坐标及其微分的軍一般的函数 
对 F 要加一些限制以保证抿小化积分 J>0, (_))dt 
的可能性，从而得到测地线. 

推广 Riemaim 几何的概念以便把电磁现象和引力现象结合 
起来的尝试，至今仍未成功.然而，数学家还是继续在抽象几何方 
面从事工作 • 


参考书目 

Cartas , E . : “Les rficentee g 6 n 6 ralisations ae la notion d ’ espaoe ,” Buli . dea 8 ci . 
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也许我可 K 并#不适58地薺求获得 ft 学上的亚当这二称 
号，因为我相信数学理 性创邊 物由我命名的（巳经流行通 
用）比起同时代其他数学寒加在 一起还 要多. ' 

J. J. Sylvester 


1. 十九世纪历史背最 

正如在二十世纪中发展起来的许多其它数学分支一样，抽象 
代数的基本概念和目标在十九世纪就已经确定下来了.十九世纪 
有成打的发明创造表明了这样一个 事实： 代数能够处理不一定是 
实数或复数的对象所组成的集合.向量、四元数、矩阵、二次型如 
aa^+6 吵+<、各种形式的超复数、变换、替换或置换等等,都是这 
种对象的例子，这些对象在各自集合所特有的运算_和运算规律下 
联系起来.代数数方面的工作虽然处理的是某些类型的复数，却 
使各种代数涌现出来,因为它证实了，只有某些性质能适用于这些 
类型的复数而不适用于整个复数体系. 

这些不同类型的对象,是按照它们的运箅特性互相区别的;我 
们巳经看到，群、环、理想和域这样一些概念，以及子群、不变子群 
和扩域这样一些从属的概念，它们的引进是为了识别各种集合.可 
是,十九世纪关于各种代数的著作,几乎全是讨论上述的具体体系 
的.仅在十九世纪的最后十年，数学家才认识到，对许多不相联系 
的代数抽出它们共同的内容来进行综合的研究，可以提高效率到 
、一个新的水平.例如，置换群， Gauss 研究过的二次型组成的群， 
加法的超复数系，以及变换群，通过如下的说法，它们就可以在统 




一的形式下进行 探讨： 即它们都是由一些元素或对象组成的集 
合，脤从一种运算，而这种运算的特性仅仅由某些抽象性质来规 
定，其中晕主要的一 条是： 运算作用在该集合的任两元素上就产 
生这集合的第三个元素.用这种观点去处理构成环和域的各种集 
合,可以获得同样的便利.这种对抽象集合行之有效的想法，虽然 
是走在 Pasoh, Peano, Hilhert 的公理体系之前，但是后者的发展 
无疑地加速了人们对代数抽象方法的承认. 

因而，抽象代数产生于对所有各种类型的代数作有意识的研 
究之时.这些代数，就其个体讲，不仅是具体的，而且是为特殊领 
域服务的.例如，置换群在方程论中就是这样.通过抽象而获得 
. 可用于许多特殊领域的结果，这种好处很快就被忽视了,而抽象结 
构的研究和它们性质的推导却变成了它本身的目的. 

抽象代数曾经是二十世纪人们喜爱的领域之一，而到今天范 
围广阔.我们只讲这个课题的起源，并且指出继 续深人 研究几乎具 
有无限的 机会. 讨论这个领域里已有的成就，遇到的最大困难就 
是专门名词.不同的作者引用不同.的名词，而且一个名词从一个 
时期到另一个时期会改变其含义,除去这些通常的困难以外 ，抽象 
、代数的特征和缺 陷是： 引进成百个新名词.概念上的每一个很小 
' 的变化，却是用一个新的而且常常是堂皇响亮的名词来显示区别 
的.把用过的名词编成一部完全的字典将成一大本书. 


2•抽 ft 群论 

第一个要引进并加以探讨的抽象结构便是群.抽象群论的很 
多基本思想,至少可以回溯到1800年,就能或隐或现地找到踪迹. 
既然抽象理论是存在的,历史学家喜爱的一种活动,便是去追索有 
多少抽象概念预伏在 Gauss, Abel, Galois, Cauchy, 以及成打的 
其他作者的具体著作中.我们不打算费篇幅去重新考察这段历 




史.唯一值得提及的有意义的一点是,抽象的观念一经获得，那么 
对于抽象群论的创始人来说，重温这些过去的著作以得到概念和 


在考察抽象群概念的发展之前，可以指出过去人们是朝着什 
么方向努力的.今天通常用的群的一个抽象定义 是:一 些元素(个 

数有限或无限)组成的集合，和一种运算，当对集合中任两元素施 

行这个运算时,所得结果仍然是这集合中的一个元素•(封闭性).这 

个运算是结 合的； 集合中存在一个元素，设 为® ，使得对于这集合 

中任何一个元素 a 恒有而且对集合中每一元素 o ;, 存 

在一个逆 元素心 使得若这运算是交换的，这个群 

就叫交换群或 Abe〗 群，这时这个运算叫做加法，用“+”表示.这 

时元素《记作0,叫做零元素.如果这运算是不交 换的， 则叫它做 
乘法,并把元素 e 记作1，叫做单位元素. 

抽象群的概念及其性质是逐渐地揭示出来的.我们可以回忆 
一下(第31章第_6节)， Cayley 曾经在1849年提出过抽象群，但 
这个概念的价值^时没有被认识到.远远超越时代的 Dedekind^) 
在1858年给有限群下了一个抽象的定义,这个群是他从置换群引 
导出来的.他又在1877年注意到，他的代数数模(即对模中任 
两元素 a, )8, «+;8与《-/8仍厲于这个模)可以推广到元素并不： 
限于代數数而且运算可以普遍化，但必须要求每一元素有一个逆 
元素，并且这运算是可交换的.这样他就提出了一个抽象的有! S _ 
交换群. Dedekind 对抽象的价值的了解是值得注意的.他在他 
的代数数理论的著作中清楚地看到了理想 (ideal) 和域 (field) 这种 
结构的价值.他是抽象代数的卓有成效的创始人. 

Kroneoker ⑻从 Knmmer 的理想数的工作出发，也给了一个 


⑴ Werlee, 3, 439 〜 446, 

(2) BuS. des Set. Math., (2),1,1877, 17 〜 41, 特别 pAl.^Werke, 3, 232 〜 296. 

(3) Uonatsber. Berliner Akad., 1870, 881~889-FerA», 1, 271 〜 282. 














念.他规定了抽象的元素,抽象的运算,它的封闭性,结合性,交换 
性，以及每一元素的逆元素的存在和唯一.接着他证明了一些定 
理.在任一元素的各个方幕中，存在一个方幂等于单位元素 1. 
如果V 是使炉 等于单位元素的最小正指数，则对于V的每个因子 
从，就有一个元素沴使得 y-l. 如果护和#都等于1而^>和<^ 
分别是使这关系成立的最小正整数,而且它们互素，则 m 〜、 
Kroneoker 还给出了现在所谓的基定理 （basis theorem) 的_一 
个证明.存在由有限多个元素构成的基本组 &,&,•••, 使得 

阶两•的•…, A.-1, 2, 3, •••, % 

表示群中全部元素，而且表示是唯一的.对应于込，久，<? 8 ,…的 
最小可能值 m， 《 2 ，…（即使卵 =-1), 使得每个 〜 +1 整除％而且 
乘积 nxn a «8 …等于群的元素个数 n. 因而 n 的全部素因子都在 
«1 中出现. 


•1878 年 Cayley 又写了四篇关于有限抽象群的文章跟他 
1849年和1864年的文章一样，在这些文章中他强调，一个群可以 



章有更大的影响,因为抽象群比置换群包含更多的东西，这种认识 
在当时已经成熟了. 


Frobenius 和 Ludwig Stickelberger (1860~1936)合作的一 
筒文章 (5> 把认 识又推进了一步，认为抽舉群的概念应包含同余， 
Gauss 的二次型合成以及 Galois 的置换群.他们提到无限群. 
虽然 Eugen Netto 在他的《置换理论及其对代数的应用》 






(Substitutionentheorie und ihre Anwendung anf die Algebra, 
1882) —书中只限于讨论置换群，但他的概念和定理的措词则已 
认识到概念的抽象性.超出他的前人所得到的结果的总和， Netto 
探讨了闻构 (i«>morphiflm) 和同态 (homomorphism) 的概念.前者 
意指两个群之间的一个一一对应，使得如果第一个群的三个元素 
o, b , 0 满足 a - b ^ e , 则第二个群中的对应 元素必 K 〆满足 
a '- b ^ c 1 . 而同态则是一个多对一的对应，在其中从《』=0仍可 
推出，6'=必 

到了 1880年间，关于群的新概念引起了人们的注意.在 
Jordan 关于置换群的著作的影响下， Klein 在他的厄兰格纲领 
(ErlangerProgramm) (第38章第5节)中指出，无限的变换群，即 
具有无限多个元素的群，可以用来对几何进行分类.而且这些群 
在如下意义下是连续的，即任意小的变换包含在任何群中，或者换 
句话说，变换中出现的参数可以取任何实数值.例如，在表示绕轴 
旋轴的变换群中,旋转角0可以取一切实数值. Klein 和 Poinoar§ 
在他们的自守函数工作中曾经用到其它类型的无限群，即离散群 
或不连渎群(第29章第6节). 

1柯0年左右，曾经同 Klein 工作过的 Sophns Lie 着手研究连、 
续变换群的概念，不过不是为了几何分类而是为了其它目的.他 
观察到用较老方法可积分出来的常微分方程，其大多数在某些类 
型的连续变换群下是不变的.因而他想到用它能够阐明微分方程 
的解，并将它们分类. 

1874年 Lie 引进了他的变换群的一般理论. w 这样的一个群 
可表成如下 形式: 、 

(1) •**, a> n , a u o»), *-l, 2, .“，n. 
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数值.例如在一维的情况，下面这样一类变换就是一个连 续群： 

其中 a, c, rf 取实数值.用 (1) 表示的群叫做有限的，这里有限 
一词是指参数的个数有限.变 k 的个数当然是无限的.一维的情 
形是一个三参数变换群，因为变换仅仅和6, c 对 rf 的比值有 
关.在一般情形，变换 

4 *2 ， …， a»), 

*«-/<(*!, •••, b lf ―, 6^) 

的乘积是 

办，…，0,)» 

其中 c •是诸 a t 和&的 函数.对一个变量的情形， Lie 把它叫做单 
扩充流形;对于《个变量的情形，他把它叫做任意扩充流形. 

1883年， Lie 在另一篇关¥连续群的文章中也引进了无限连 
续群，这篇文章发表在一个没有名气的挪威杂志上. <7) 这种群不 
是由形如 （1) 的一组方程而是借助一组微分方程来定义的.所得 
的变换并不依赖于有限多个连续的参量,而是依赖于任意的函数. 
没有抽象群概念和这些无限连续群相当，因而，对它虽有大量的著 
作，我们这里就不去讨论了. 

考察一下下面的事实也许是有益的. Klein 和 Lie 在他们初 
期的工作中，定义一个变换群为只具有封闭性的群.至于其它性 
质，如每个元素的逆元素的存在性,则可以根据变换的性质建立起 
来;或者，如象结合律的情形，则作为变换的一条自期的性质来使 
用. Lie 在他的工作过程中认识到，每个元素的逆元素的存在性应 
该作为一条公设放在群的定义中. 

到了 1880年间，已经知道有四种主要类型的群.它们是有限 
阶不连续群(置换群是其典型例子);无限不连续(或离散)群(如在 
自守函数理论中出现的群)；有限连续 Lie 群 (Klein 的变换群以及 
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(7) (3 m . Abh.,5, 314〜 360. 



这在 Kronecker 的 
著作中是明显的.生成子指的是群的一个固定子集，它们是独立 
的，使得群中每个元素可以表成这些生成子和它们的逆的方幂的 
乘积.当生成子之间没有任何约束时,这个群就叫做一个自由群. 
如果4 4 … 是一组生成子，则表达式 

叫做一个字 （word), 其中抑为正或负整数.在生成子之间可以 
存在一些关系,这种关系可以取如下的 形式： 

及•⑷ -1; 

就是说，一个字或字的组合等于群的单位元素. Dyok 接着指出， 
关系的出现意昧着该自由群0的一个不变子群和一个商群艮在 
他1883年的文章中，他把抽象群理论应用于置换群，有限旋转群 
(多面体的对称)，数论中出现的群以及变换群. 

一个抽象群的独立公理系统由 Hunting 如 iRE.H.Moor^% 
Leonard E. Dickson(1874 〜 1964) ««给出过：这几种以及 其它兮 

(8) Math. Ann., 20, 1882, 1 〜 44 和 22, 1883, TO 〜 118. 

.(9) Amer. Math. Soc. BiOl., 8, 1902, 296 〜 300 和 388 〜 391 , 和 Soc, 

Trent., 6, 1905, 181 〜 197. 

L0) Amer. Math. Soc. Trans., 
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理系统相互间的差别并不大. 

在完成群的抽象概念之后，数学家们转到求证抽象群的一些 
定理，它们都是从具体情形的已知结果中启发得来的.例如 
Frobenius^ 证明了关于有限抽象群的 Sylow 定理（第31章第6 
节).有限群的阶是指它包含的元素的个数,如果一个有限群的阶 
能被一个素数 P 的 方幂矿 整除,则它恒包含一个炉阶子群. 

除了寻找一些具体群,其性质对于抽象群可能成立以外，许多 
人给抽象群直接引进，新概念. Dedekind^ 和 George A. Miller 
(1863-1951) ««探讨了非 Abel 群，其中每个子群都是正规（不， 
变)子群. Dedekind 在他1897年的文章中和 Miller^ 都引进了 
换位子 (commutator) 和换位子群的概念.如果8, i 是群的任 
何两个元素，则称元素为《和 i 的换位子. Dedekind 和 
Miller 两人用这个概念证明了一些定理.例如，群 (？ 的元素对(有 
序的)全体的所有换位子集合生成设的一个不变子群.一个群的 
自同构是指群的元素到它们自身的一一对应，使得如果，则 
HSlderW 和 E. H. Moore (17) 在一组抽象的基上研兖了 
群的自同构. 

抽象群理论的进一步发展在许多方向继续进行.其中 乏一是 
由 Holder 从置换群继承过来的，写在他的1893年的文章中，问 
题是找出具有给定阶的群的全体.这个问娌 Cayley 在他的1878 
年的文聿中也曾提到过.这个问题一般还解决不了，因而只研 
究了一些特殊的阶，如 P 2 〆 阶，其中?都是素数.与它相关的 


(12) Jour, fiir Math., 100, 1887, 179 〜 181_G«. Abh., 2, 301 〜 303. 

(13) Math. Jm., 48, 1897, 548~561-JFerte, 2, 87 〜 102. 


(14) Amer. Math. 8oc. Bull., 

(15) Amer. Math. Soc. Bua.,- 

(16T Math. Arm., 43, 1893, 3( 

(17) Amer. Math. Soc. Butt., 1, 

(18) Coll. Math. Papers, 10, 403 


1898, 510 〜 516-CoH. Works. 1, 2 
,1898, 136 〜 139_CoK. Works, 1, 2 


1895, 61 〜 66 和 2, 1896, 33 〜 43. 






一个问題是，各种次数的非传递群，本原群和非本原群的次数问題 
(一个置換群 W 次数是指置换群中文字的个数). 

另一研究方 珣是： 确定复合群或可解群和单群(单群是指这 
样的群，它除单位群和自身外没有其它不变子群).这个问题当然 
是来自 Galois 理论. Holder 在引进因子群的抽象概念之后， 
讨论了单群 (20) 和复合群 (31> .其结果 中有： 一个素数阶循环群是 
单群，《个 （n>5) 文字的全部偶置换组成的交代群是单群.还发 
现了许多其它有限的单群. 

至于可解群， Frobenius 有几篇文章研究这问题.例如，他 
发现，阶不能被一个素数的平方整除的群全都是可解的. (23> 研究 
何种群是可解的，这是确定一个已知群的结构这种更广泛的问題 
的一部分. 

Dyok 在他1882年和1883年的文章中引进了用生成子和生 
成子之间的关系去定义一个群的抽象观点.假设一个已知群是用 
有限多个生成子和关系来定义的，按照 Max Dehn^> 的说法,恒等 
或字的问瓸是：确定任何一个“字’’或元素的乘积是否等于单位元 
素.可以给定任何一组关系，因为至少只有一个单位元素的平凡 
群就满足这组关系.要确定一个由生成子和关系给出的群是不是 
•个平凡群,这个问題本身却是不平凡的.事实上还没有一个有效 
的方法.当这种关系仅由一个定义关系组成时， WilhelmMagnus 
(1907 〜)证明了字的问題是可解的. (25> 但是一般问题却是不可 

(19) Math. Ann., 34, 1889, 26-56. 

(20) Math. Ann., 40, 1892, 邱〜 88, 和 43, 1893, 801 〜 412. 

(21) Math. Aim., 46, 1895, 321-422. 

(22) SUzmgsbw. Akai. Wiss.m Berlm, 1893,337-345, 和 1895, 1027 〜 1044 讓 
Abh., 2, 565 〜 573, 677 〜 694. 

(23) 近来一个重大的成果已由 Walter Fait (1930-0 和 John 3. Thompson 得到 
{Pacific Jour, of Math., 13, Part 2, 1963, 775-1029). 全部奇数阶群都是可 
解的. Burnaide 在1906年曾把这作为猜想提 出过. 

(24) Math. Am., 71, 1911, 116^144. 





普通群论中另一个尚未解决的著名问理是 BTimside 问题.任 
何有限群有这样的性质，即它是有限生成的而且每一个元素是有 
限阶的.1902年 William Burnside (1862 〜 1927) 问道，是否 
逆理成立；就是说,，如果一个群0是有限生成而且每一个元素 
是有限阶的就是有限的吗？这个问题曾经引起许多人的注意， 
而获得解决的却仅仅是它的一些特殊情形.还有另一个问题，即 
同构问题,是要确定两个由生成子和关系定义的群何时同构. 

群论中的惊人转变之一是在群的抽象理论开创之后不久，数 
学家为了获得抽象群的某些结果，转而借助更具体的代数来表示 

群. Cayley 在他1864年的文章中指出，任何有限抽象群能够用 

一个置换群来表示.我们也已经提到过(第31章第6节), Jordan 
在1878年引进了置换群的线性变换表示.这些变换或它们的矩 
阵，业已证明是抽象群的最有效的表示法，这种表#叫做线性表 
示. 

一个群的矩阵表示，是 G 的元素9到一组固定阶的非奇异 
方阵的一个同态映射，其中矩阵的元素是复数.这个同态意 

味着 

Mgvgi) 苗 Mgi) .Mai) 

对于的所有元素办扔成立.一个群有许多矩阵表示，因为矩 
阵的阶(行数或列数)可以变更，并且即使对于一个给定的阶，对应 
关系與可以变更.我们译可以把两个表示加起来.如果对于0的 
每一个元素 A 次是一个》阶表示的对应矩阵而尽是另一个《 
阶表示的对应矩阵，则 








就是的第三个表示，它叫做上述两个表示的和.同样，如果 

o 

是一个表示，而且对于每一个来说，私和 D tf 分别为 m 阶和 
«阶非奇异矩阵,那末取和込也是 G 的表示，阶比尽的低.馬 
叫做分级表示.分级表示以及与一个分级表示等价和 
尽叫做等价的，其中^是与尾同阶的非奇异矩阵而且与穿无 
关）的表示叫做可约的.一个不与任何分级表示等价的表示叫做 
不可约的.由《个变量的一组线性变换组成的不可约表示其基本 
含 义是： 它是一个同态的或同构的表示而且不存在数目少于 n 的 
m 个线性函数(是给定的》»个变量的线性函数)使得在上述不可约 
表示中的每个线性变换下，这饥_个线性函数的每一个仍然变成这 
m 个线性函数的线性组合.一个表示，如果它等价于一些不可约 
表示的和 JW 叫做完全可约的. 

每一个有限群有一个特别的表示叫做正则表示.假设群的元 
.素用脚标记作办，办，…，办> 设 a 是仍的任一个.我们考虑由 a 
确定一个 nxn 矩阵如下. 设 ag t -g h 于是在这个矩阵的 （<, 刃 
位置上放一个1,对2,… ，和 固定的 a 都这样作，然后在其 
它位置都放上 0. 这样就得到一个由《确定的矩阵.于是对于群 
的每一个元素 p 都有这样一个矩阵与它对应，这些矩阵组成的集 
合就叫做这群的一个左正则表示.同样作右乘-办，我们得到 
—个右疋则表示.重排群的元素 5T, 就得到其它正则表示.正则 
表示的概念是由 Charles S. Peirce 于1879年引进的. (38) 

把置换群用形如 

*- 1 , 2 ,… 

的线性变换来表示，是由 Jordan 首创的，后来在十九世纪末和二 



十世纪初由 Frobenius, Burnside, Theodor Molien (1861 ~ 1941) 
和 IfiBai Sohur (1B75~1841) 推广到一切有限抽象群的表示的研 
究. Frobenius< 29 > 对有限群引进了可约和完全可约表示的概念， 
而且证明了一个正则表示包含所有不可约表示.他在1897年到 
1910年间发表的其它文章中（有些与 Sohur 的工作相联系）还证 
明了许多其它的结果，其 中有： 仅存在少数几个不可约表示，其它 
所有表示都是由它们组合成的. 

Burnside^ 给出了另一个主要结果,即要一个群可约， r* 个变 
量的线性变换群的系数所应满足的一个必要充分条件.由线性变 
换组成的任何有限群是完全可约的，这个事实首先由 Heiniioh 
Masohke (1863 〜 1908) 证明.有限群的表示理论已经引出了 
抽舞群的一系列重要定理.在本世纪的第二个四分之一里，表示 
理论已经推广到连续群,但是这方面的发展不准各在这里讲. 

群特征标 (group character) 的概念有助于群表示的研究.这 
个概念可以回溯到 Gauss, Dlriohlet 和 Heinrich Weber (参看注 
(36)) 的工作. Dedekind 在 Diriohlet 的著作《数论讲义》 (Korfo*- 
ungeniiber Zahlentheorie , 1879) 第三版上对 Abel 群的特征标作 
了一般的描述.一个群的特征标是一个定义在群的所有元 
素 s 上的函数 x(«), 函数值处处不为0,并且无0»0 两 

个特征标是互不相同的,如果至少对群的一个 * 有; K*) _〆(《). 

这个概念电 Frobenius 推广到一切有限群.开始的定义叙述 
颇为复杂 <3a> , 他后来给了一个较简单的定义 (88> ，巧为现在的标准 
形式.特征标函数是群的一个不可约表示的矩阵七迹（即主对角 
线上元素的和).这一概念后来由 Frobenius 和其他人应用到无 
(29) Siteungsber. Akad. Wist, m B&rlin, 1897, 994 〜 1015_Gw. Abh., 3, 82-103. 
(80) Proe. London Math. Soc., (2), 3, 1905, 430 〜 434. ' 

(’31〉 Math. Arm., 52, 1899, 363~368. 

(32〉 Oiteungsber. Akad. eu Berlin, 1896, 985~1021-Gfs. Jbh., 3, 1 〜 37. 
(33) Sitmngtber. Akad. Win. *u Berlin, 1897, 994^1015 Abh., 3, 82 〜 103. 




限群上. . . 

特别，群特征标可用来确定一个已知的有限群能够用线性变 
换群来表示所需要的变董的最小数目.对于交换群来说，.群特征 
标还可以确定全部子群. 

显示出对时尚的通常的热忱，十九世纪末二十世纪初的许多 
数学家都以为，全部值得纪念的数学终究将会包括在群论之内.特 
别是 Klein, 他虽然不喜欢抽象群论的每式主义,却偏爱群这个概 
念,因为他认为群会把数学统一起来. Poinoar6 是同样地热情.他 
曾说过 (3 % “ …… 可以说，群论就是那挵弃其内容而化为纯粹形式 
的整个数学 


3. 域的抽象理论 

在 Galois 的著作里,由个量％ %•••，〜生成的域 J?， 是指 
这些量经过加，减,乘和除(除去用0作除数以外)得到的一切童所 
构成的集合，而扩域这个概念就是添加5以外的一个新元素入到 
■8 所形成的.他的域就是由一个方程的系数生成的域，他的扩张 
是经添加方程的一个根做成的.在 Dedeldnd 和 Kroneoker 关于 
代数数的著作里(第34章第3节)，域这个概念有着完全不同的起 
湄.事实上,“域 (field)” (体 Korper ) 这个词是出自 Dedekind. 

域的抽象理论是由 HeinriohWeber 开始的.他已经拥护群 
的抽象观点.在1893年_他曾经给 Galois 理论以抽象的阐述， 
其中他引进了(交换)域作为群的派生.按照 Weber 的说明,一个 
域是指一个由元素组成的集合，具有两种运算，叫做加法和乘法_, 
都满足封闭条件，结合律，交换律以及分配律.而^■每一个元素在 
每一种运算下必有一个唯一的逆元素(除去0作除数以外) .Weber 




强调群和域是代数的两个主要 概念丨 稍后，和 
Huntington^^ 给出了一个域的独立的公理系统. 

在十九世纪已经知道的 域有： 有理数域，实数域，复数域，代 
数数域和一个或多个变数的有理函数域. Kurt Hensel 又发现了 
另一类型的域即2>-进域，它在代数数方面开辟了新的工作(《代 
数数论 (dgebraischen Zahlen, 1908)). Hensel 首先 
观察到任何一个普通整数 D 能够用一种方式而且只 有- 种方式 
表成一个素数 P 的方幂的和，即 

Z)== d 0 +d 1 j)+d 3 p a + …+ d k p*, 

其 中忒是 适当的整数且0<呔 1. 例如 , P «3,. 
14=2+3+3 2 , 

216=2. 3»+2.3 4 . 

同样，任何有理数 K—0) 能唯一地写成 



其中6是不能被 p 整除的整数， n 是0或一个正或负的整数. 
Hensel 根据这个观察推广并引进了 r 进数. p 进数是如下形式 
的表 达式， ' 

( 2 ) 

其中 P 是一个素数，系数0<是普通有理数，已约简成最简分数，其 
分母不能被 P 整除.这种表达式一般并不一定有普通的数作为它 
的值.但无论如何，根据定义,它们表示数学实体. 

Hensel 对这种数规定了四种基本运算，并证明它们是一个 
域. P 进数的一个子集能够和普通的有理数成一一对应，而且事 
实上这个子集就是在二个域同构的完整意义下同.有理数域同构 
的. 在■进数的域内 Hensel 定义了 整数，单位（即？>~进整 
(36). Amer. Math. Soc. Trans., 4, 1903, 13 〜 20, 和 6, 1905, 198〜 204. 








数中的可逆元素)和其它类似于普通有理数中的那些概念. 

Hensel 引进了以2>~进数作系数的多项式和这种多项式的 
进根的概念,而且把有关代数数域的所有概念推广到这些根上.这 

样就有扩进整代数数，更一般地就有 t 进代数数，而且可以构成 

P- 进代数数域,这是由 (2) 定义的“有理”的於~进数域的扩张.事实 

上，有关代数数的所有一般理论都可以搬到扩进数上.也许令人 

惊奇的是，-进代数数的理论引出普通代数数的一些结果.在探 

讨二次型的理论中已经显出它的作用,而且导致賦值域的观念. 

Weber 的著作给予 imst Steinitz(1871-1928) 非常大的影 
响，在域的日益增长的变化的激励下， Stenitz 着手对抽象域进行 
综合的研究；他把研究的成果都写进他的基本论文《域的代数理 
论、 (^Algebra— Theorie dw Kdrpyr)_. 按照 Steinitz 的观 
点，一切域可以分成两个主要类型.设I是一个域.考虑I的 
所有子、域(例如，有理数域是实数域的一个子域).所有子域的公 
共元素也是一个子域，叫做反的素鉍，记为 i*. 素域有两种可能 
的类型.单位元素《总是包含在 P 内，因而 
9, 26, •••； ne, •- 

也包含在户内.这些元素，或者两两不相同，或者存在一个普通 
_整数 P 使得 0=0. 在第一种情况 P 必须包含所有分数 
由于这些元素形成一个域 ，所以 必须和有理数埤同构.这时我 
们说I有特征 0. 

另一方面，如果炉=0,容易证明，这 样的多 的最小者必是、一 
个素数，因而域 P 必须和整数模 p 的同余类域 {0,1, 2 ，…， p-1} 
同构.这时我们说 K 是一个特征为 p 的域.•的任何一个子域 
都有同一特征.于是(炉)这就是说，•中所有表达式 
可以按模 P 来化简. 












不管素域属于刚才描述过的哪一种类型，原来的域I可 
以从 P 经过添加的手续而得到.方 法是： 首先在■内取一个不 
在内的元素<*，并作 a 的系数属于 P 的有理函数，它们全体构 
成一个子域 丑 00,然后，如有必-，再在I内取一个不在 fi(a) 内 
的元素按照对待 a 的办法来对待6,作出5(«)的扩张，如此继 
续进行直至满足需要. 

从一个任意的域 f 出发,可以作出各种类型的添加.一个单 
纯的添加就是添加单个元素 *. 这个扩大了的域必包含所有如下 
形式的表达式： 

(3) ao+aia;+ … +a〆 ， 

其中兔属于如果这些表达式两两不相等，那末这个扩域就是 
* 的有理函数全体构成的域 .1(*), 其系数属于 I. 这样的添加 

叫做一个超越添加， Z0) 叫做一个超越扩张.如果 (3) 中表达式 

有某些彼此相等，可以证明，必定存在一个关系(这时用《代替 *) 

/(a) - rf"+ +…+6» ■ 0, 

其中系数&*€反而且 /(*) 在I内不可约.这时表达式 
W_ 3 + … +G m , 0 { ^K } 

_全体构成一个域 1(a), 是由添加《到足而形成的.这个域叫 
做瓦的一个单纯代数扩张./0).在 •£：(«) 内有一个根 a. 反乏, 
如果取定一个在I内不可约的任意多项式 /(*), 就可以造一个 
域瓦(《0使得 /(*) 在瓦(》)内有一个根. 

由 Steinite 获得的一个基本结果是，每一个域 K 可以从它的 
素域出发，经过如下的添加而 得到： 首先作一系列(可能无限多 
的)超越添加得到一个超越女 •张 ，然后对这个超越 f 张又作一系列 
代数添加.如果一个域能够从一个域I经过〜串单纯代数 
添加而得到，就说是I的一个代数扩张.如果添加的次数是 
有限的，就说是疋的有限代数扩张. 

并不是每一个域都可以经过代数添加而扩大.例如复数域就 









不能这样扩大,因为每一个次数高于1的复系数多项式 /(*) 在复 
数域内是可约的.这种不能经代数添加而扩大的域叫做代数封闭 
的. Steinitz* 证明： 对于每一个域存在一个唯一的代数封 
闭域岌，, 命且 F 是足的代数扩张.这里“唯一”的意思是：瓦 
上(包含 K) 所有其它代数封闭域恒包含一个与同构的子域. 

Steinitz 还考虑了这样一个 问题： 确定这样的域，在其中 
Galois 的方程理论有效.我们说 Galois 理论在-个域中有效，意 
思是： 一个给定域■上的 Galois 域趸是一个代数域，而且疋 [*] 
中每一个不可约多项式 /(*) 在！上或者保持不可约或者完全分 
解成一次因式的乘积对每个 Galois 域都有一组自同构，每 
一个自同构是芨到自身上的一个映射使得《土泠和《*/3 
分别映到 Y 士片和，而且它保持I中每一个元素不动(即元 
素对应到自身).这组自同构形成一个群 (?， 叫做趸关于I的 
Galois 群. Galois 理论的主要定理断言：在沒的子群与疋的子 
域(包含 Z) 之间存在一个唯一的一一对应,使得对于的每一个 
子群 R 有一个子域^与以对应，而 P 是由在 R 下保持不动 
的元素全体组成;而且反之也对.只要这个定理在一个域中成立， 
就说 Galois 理论在这个域中有效. Steinitz 的基本结果主要 是说： 
如果一个域犮可从一个巴知域 [ 经过添加一系列无重根的不可 
约多项式的全部根而得到，则 Galois 理论在芨内有效.如果一个 
域瓦上的所有不可约多项式在瓦的任何扩域中都无重根，则疋 
叫做完备的. 

如 Stoinitz 的分类所指出的，域的理论还包含特征 p 的有限 
域.它的一个简单的例子就是整数模素数少所得到的余数的全体 
组成的集合.有限域的概念属于 Galois. .1830 年他发表了一篇决 



定性的文章《关于 数论》 (Surla thtorie des nombres) <M >. Galois 
企望求解同余式 

F( k ) sO (mod p), 

其中 2> 是一个素数， FOc) 是一个 n 次整系数多项式.他假设 
■yO^XmodW 不可约，使得这个向余式没有整根或无理根.这就 
迫使他去考虑其它的解.由虚数得到启示， Galois 用 i 表示 F{x) 
(modp) 的一个根 (i 并不是 V=I). 他于是考虑表达式 
⑷ oo+ai*+Oji 3 + ••• 

其中 oi 是整数.当这些系数都分别取 (modp) 的最小非负剩余时， 
这个表达式只能取炉个值，因而只有 #_1 个非零的值.假设《 
是其中一个非零的值.《的一切方幂均取 (4) 的形式，因而这些方 
幂不能全相异.于是必定最少有一个方幂假定 w 是满足 
这个等式的最小正整数.于是共有 w 个不同的值： 

⑻ 1, «, a 2 , …； 《 m ' 

如杲我们用 (4) 中另一个表婆式月乘 (5) 中每元素，我们就得到不 
同于 (5) 的另外饥个元素，它们彼此不同.再用上两组以外的另一 
表达式 r 乘 (5) 中各元素，将得到更多这样的元素，直到我们得到 
形如 (4) 的全部表达式为止.因此, m 必定整除 p"— 1，即 
因而0^=«. (4) 中这矿个元素组成一个有限域. Galois 曾经就 
这个具体情况 证明： 在一个特征 p 的 Galois 域中，元素的个数是 
P 的一个幂. 

E. H. Moored 曾经证明，任何一个有限抽象域都与某一个 
Galois 域同构,后者的元素个数为炉， P 为某一素数.对于每一个 
秦数 P 和每一个正整数％都存在个元素的有限域. Joseph H. 
M. Wedderburn (1882 〜 1948) 是普林斯顿 (Princeton) 大学的教 





授， W1> 他和 Dickson 同时证 明了： 任何有限域必须是交换的（意 
思是说，域的乘法交换律可以从域的其余的公理推证出来.参看 
下一节).为确定包含在 Galois 域内的加法群的构造以及域本身 
的构造，已做了大量的工作. 


4.环 

虽然环和理想的构造已是熟知的并在 Dedekind 和 Kroneoker 

关于代数数的著作中被利用过，但抽象理论却完全是二十世纪的 

产物.理想一词已经被采用(第34章第4节). Knmeoker 把环 
叫做“序 (order)”， 环 (ring) 这个词是 Hilbert 引进的. 

讨论历史以前，先讲清这些概念的现代意义是适宜的.一个 
抽象的环是一组元素组成的集合，它关于一种运算形成一个交换 
群,而且它还受制于可作用于任何二个元索的第二种运算;这第二 
种运算是封闭的并且是结合的，但可以是，也可以不是交换的;可 
以有，也可以没有单位元素.它还适合分配律 a(b+c) -oc 和 
(jb-\-c)a=ba+ca, 

环 ■« 的一个理想是这样一种子环如果 ct 属于 if , r 属于 
■B, 则 ar 和 ra 都属于如果只有 or 属于 if , 则 if 叫做右理 
想；如果只有 m 属于則叫做左 理想; 如果一个理想既是右 
理想又是左理想，则它叫做双边理想.单位理想是指整个环.由 
一个元素 a 生成的左理想 (《) 是由下面形式的元素全体组 成的： _ 

其中 r€iJ, n 为任一整数.如果5有一个单位元素 e ，则 
ra+na^ra+nea^ (r+»w)a—/a, 

而〆则是 B 的任一元素.由一个元素生成的理想叫做主理想. 
仅由零元素组成的理孕叫零理想,记作 0. 0和丑以外的理想叫 












做真理想.类似地，如果屯 ，办，…, 4•是环 i2 中给定的 m 个元 
素， B 有单位元素，则所有和数 


fiOi+raOa+ … +r«o„, rt^B 

的集合是 S 的一个左理想，记作 （Oi, 02 ，…， fl*). 它是包含《!， 
«»,•••, o« 的最小的左理想，如果二个交换环 B 的每一个理想都 
可表成如上的形式,则丑叫做 Noether 环. 

因为环中任何一个理想都是环的加法群的一个子群，所以环 
及可以按理想观分成一些剩余类.如果 B 中的两元素 a, &满足 
(«—6)€況，则说 a, &关于及同余，记作 as&CmodJtf). 如果环 
丑 到环及的一个映射 a^r(a) 满足 
T(a+b)~T(a)+T(d) f 
T(a-b)-T(a)-T(b), T ⑴一 1 ，， 

則 r 叫做环 b 到环苽的一个同态.在同态 r 下,丑中对 应到双 
的零的元素全体叫做丑的核，它是 b 的一个(双边）理想.当 r 
呈满同态时，丑同构于 i2 的以核为模的剩余类所成的环.反之， 
给定5的一个(双边)理想 A 可作 丑模 i 的剩余类环，记作 R/L, 
叫做 J2 模 Z 的商环，于是有 i? 到的同态， 以石作 为它的 
核. 

环的定义并不要求每一元素(非零)关于乘法有逆元素存在. 
如果单位元素存在,而且每一个非零元素都有逆元素,则这个环叫 
做除环(或可除代数);实际上它是一个非交换(或斜)域. Wedder- 
ten 的结果已经指出 (1905), —个有限除环是一个交换域.直到 
1905年已知的除环仅有交换域和四元数. 后来 Diokson 作出一 
串新的除环，交换的和非交换的都有.1914年他<〜和 Wedder- 
给出了非女换域的第一个例子，它关于中心（与域中一切 



元素都交换的元素全体)的阶是 W a .〜> 

在十九世纪晚期，已经造出了大量的各种具体的线性结合代 
数(第32章第6节).这些代数，抽象地看都是环,当抽象环的理 
论形成之际，这些具体的代数就被吸收和推广.当 'Wedderbum 
在他的文章《论超复数》 (On Hyperoomplex Numbers) (45> 中继 
续 Elie Oarten(1869-1951) 的工作_并推广了他的结果时，•线性 
/结合代数的理论和整个抽象代数的课题就受到新的推动.回想一 
/下，超复数就是如下形式 的数： 

( 6 ) 

其中是量的单位 ，叫是 实数或复数. Wedderfrarii 把叫取作一 
个任意域 F 中的元素.他把这个推广了的线性结合代数简称为 
代数.处理这类广义 k 数，他不得不放弃他前人的方法，因为一 
个任意的域不都是代数_闭的.他也采取了而且完成了 Benjamin 
Peiroe 关于幂等元素的&巧. 

在 Wedderburn 的著作中,一个代数便是由形如 (6) 的线性组 
合的全体所组成,组合的系数现在是域，中元素.这些《«叫做基， 
个数有限，而且这个个数就叫这代数的阶.这样的两个元素的和 
由下式 给出： 

2a^*+2^i-2 {an+yi)et. 

这代数中的一个元素 * 和域罗 中的一个元素《的乘积⑽定义 







这定义的完成只需再用一个表来把每一乘积 e 内表成所有的某 
一线性组合，其系数属于乘法要求满足结合律.总可以添加 
一个单位元素（模 ） 1到代数中去使得对于每个 * 都有 
r®, 于是系数域 f 就成为这代数的一部分. 

设4为一个代数.如果 a 的一个子集 b 对于2的运箅也构 
成一个代数，则 b 叫做2的一个子代数.此外，如果对于4中元 
素叫 B 中元素仏还有呼和 辦都在 中，则 B 叫做 i 的不变子 
代数.如果一个代数乂可写成两个不变子代数的和，而这两个子 
代数除零元素外无公共元素，则4叫做可约的.这时4也叫做这 
两个子代数的直和. ~ 

如果一个代数睁 (0) 和它本身外没有不变子代数，则它叫做单 
代数. Wedderbum 也引用而且修改了 Cartaii 关乎半单代数的 
槪念.为此 Wedderburn 利用幂零元素这一概念.一个元素*叫 
做耨零的 (nilpotent)， 如果对于某正整数 叫有# -0. —个元素 
* 叫做真正幂零的，如果对于代数2中每一元素2/而言 ，邱和抑 
都是幂零的.可以证明，一个代数2中真正幂零元素的全体所组 
成的集合是4的一个不变子代数(因而也是幂零不变子代数).于 
是一个半单代数就是一个没有幂零不变子代数(不计仅由零元素 
组成的幂零不变子代数)的代数. 

Weddertmnx 证明了，每一个半单代数可以表成不可约代数 
的I；和，而每一个不可约代,数等价于一个矩阵代_和一个可除代 
数 (Wedderbum 叫它为本原代数)的直积.这意思是说，这不可 
约代数的每一个元素可以表成一个矩阵，其元素取在该可除代数 
中.因为半单代数可以分解成一些单代数的直和，这个定理等于 
确定了一切半单代数.还有另外一个结果用到全矩阵代数的概 



念，它正好就是所有矩阵组成的代数.如果一个代数的系数 
域 f 是复数而且没有真正幕零元素，那么它就等于一些全矩阵代 
数的直和.这是由 WeddOTbum 得到的结果的一个样品，它可以 
作为广义$性结合代数工作的一个指示. 

环和理想的理论由 Emmy Noether (1882 〜 1936) 把它置于 
更为系统化和公理化的基础之上. Noether 是少数几个伟大的女 
数学家之一，她于1922年成为哥庭根的讲师.当她开始她的工作 
时，环和理想的许多结果都已经知道,但是由于适当地确切表述了 
抽象概念，使她能够将这些结果纳入抽象理论之中.例如，她把 
Hilbert 的基定理(第39章第2节)重新表述 如下： 一个系数环上 
的任何多个变量的多项式所成的环，当这系数环有一个单位元素 
和一组有限基时，这多项式环本身也有一组有限基.在这种重新 
表述下，她把不变量理论变成了抽象代数的一部分. 

多项式环的理想的理论已由 EmanuelLaaker(1868-1941)W 
发展了.他给出一种决定一个已知多项式是否属于一个理想的方 
法,这理想是由 r 个多项式生成的.1921年_ Emmy Noether 证 
明，这种多项式理想理论能由 Hilbert 基定理推出.由此，为整代 
数数的理想理论和整代数函数(多项式)的理想理论建立了一个共 
同的基础. Noether 和其他人对环和理想的抽象理论作了非常深 
透的研究，并把它应用到微分算子环以及其它代数上去.可是这 
方面工作的报道过于专门，已超出本书范围了. - 


S . 非结合代筠 

近代环论，或者更恰当地说，环论的一个推广，也包含非结合 
代数.这里乘法运算是非结合的而且是非交 换的； 线性结合代数 



的其它性质则仍然保持.今天已有好几种重要的非结合代数.历 
史上最重要的一种类型是 Lie 代数.习惯上用 [«, 6] 表示这种代 
数的两个元素 a, 6的积.乘法的运算规律是 
[«, 幻 一 LK d], 

[fly U> f c]] + ib f [c, a]] + [c, [a, ^]] -0. 

二者取代了交换律和结合律.上述第二个性质叫 Jacobi 恒等式. 
两个向量的向量积就满足这两个性质. _ 

Lie 代数 i 中的一个理想&是这样一个子代数，它使得 i 
的任何一个元素 a 和 A 的任何一个元素6的积 [ a , b] 仍属于 Lt. 
一个单 Lie 代数是没有非平凡理想的 Lie 代数.如果一个 Lie 代 
数没有交换理想,就叫它做半单 Lie 代数. 

Lie 代数产生于 Sophus Lie 对连续变换群的结构的研究.为 
此， Ue 引进无穷小变换的概念 .<«> 粗略地说，一个无穷小变换 
是,将点移动一个无穷小距离的变换. Lie 将它用符号表示成 
.⑺ «*, •••, a ?*), 

其中份是一个无穷小量，或者表成 
⑻ 8n>i=dtX t (xi, %2, »»). 

这个份是对群的参数作一个小的改变所引起的结果.例如，假设 
一个变换群是由 T 式给 出： 

p, a), y, a). 

设 oo 是参数《的值使得0和沴在时表示恒等 变换： 
y t a,,), y, oq). 

如果 a 从 oo 改变到 ao+6a, 则按 Taylor 定理有 
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•5 .非结含代数 
从而忽略 Sa 的髙次幂就得到 

8x=x!—x=^8a, 8j/=f/i—y=^ 8a. 

对于固定的 《o, ■^和■^是*和2/的函数，可写成 
于是 

⑼ dm=i(<v, y)da, 8y-»?(a>, y)da. 

如果 S« 是牝就得到 (7) 或 (8). 方程 (9) 表示群的一个无穷小变 

换. 

如果 /(*, 幻是*和夕的解析函数，对它施以一个无穷小变换 
的效应是用 /(*+f3a, y+rjda) 替换 /(«, y)’， 按 Taylor 定理，计 
算到一阶， 

算子 

是无穷小变换 (9) 的另一种表现形式,因为只要知道其中一个就可 
给出另一个.这样的算子在微分算子的通常意义下可以相加与相 
乘. 

独立的无穷小变换的个数,或者对应的独立算子的个数，就是 
原来变换群中参数的个数.现在用1 2 ,…，表示(独立 
的)无穷小变换或对应的箅子，它们确定了变换的 Lie 群.但同样 
重要的是，它们本身是一个群的生成元.虽然乘积不是线 
性算子 ) 但表达式 

XtXf-X^ 

是一个线性算子,称为工和 A 的交错子 (alternant), 记作 
X,].对于这个乘法运算，算子群就变成一个 Lie 代数. 




Lie 的工作是从研究具有 r 个参数的有限单（连续)群的结构 
开始的.他发现 Lie 代数的四种主要类型. Wilhelm K. J. Killing 
(1847 〜1923)〜> 发现,就全部单代数来说，不仅有这四个类型而 
且还有五个例外情况，它们是含14, 52, 78, 133和248个参数的 
单代数. Killing 的工作有缺陷，由 ElieCartan 作了弥补. 

Car tan 在他的博士论文《论有限和连续变换群的构造 
la itructwe de» groupes de Wmsformatiwvs fiwii et ccmtimsy^ 
中给出了变数和参变数取值在复数域中的全部单 Lie 代数的一个 
完全分类.象 KilKng —样, Carton 发现，全部单 Lie 代数分成四 
个类型和五个例外代数. Oarten 明显地构造出这些例外代数. 
1914年《 2 > Carton 又确定了实变数和实参变数的全部单代数.这 
些结果现在仍然是基本的. 

很象抽象群的情形，用表示论来研究 Lie 代数已经进行得很 
多. Cartan 在他的博士论文和1913年的一篇文章 (5S) 中，发现了 
单 Li® 代歎的不可约表示.一个关键性的结果是由 Hermann 
Weyl^> 得到的.特征为0的一个代数封闭域上的半单 Lie 代数 
的任何表示都是完全可约的. ,, 


6. 抽象代数的范围 

我们对抽象代数领 域内的 成就所作的不多的说明，肯定不能 
给出那怕是在这个世纪的头四分之一里创造出来的成桌的全貌. 




但是不管怎样，去说明由于有意识地向抽象化转变而开辟的广阔 
领域,可能是有帮助的. 

截至1900年前后 r 已被研究过的各种代数课題,不管是矩阵， 
二元，三元或《元二次型的代数，超数系，同余式，还是多项式方 
程的解的理论，都是建立在实数系和复数系之上的.无论如何，抽 
象代数活动的结果产生了抽象群、环、理想、可除代数和域.除了 
研究这些抽象结构的性质和关系如同构、同态之外,数学家现在发 
现,几乎对任何代数课题和出现的问题，都可能用任何一种抽象结 
构去代替实数系和复数系.例如，替代元素为复数的矩阵，我们去 
研究元素属于一个环或域的矩阵.同样,我们对待数论的问题，用 
一个环去代替正整数，负整数和0,重新考虑普通整数已经证明了 
的每一个问題.我们甚至可以考虑系数属于任意域的函数和幂级 
数. 

象这样一些推广确实已经作过.我们曾提到 Wedderburn 在 
他1907年的著作里推广了他前人关于线性结合代数(超复数系） 
的工作，用任何域代眷实系数或复系数.我们也可以用一个环代 
替域，并研究在这种替换下仍然有效的定理.甚至系数属于任意. 
域或有限域的方程论也已经研究过了. 

作为普遍化这一现代趋势的另一例子，试考虑二次型.整系 
数二次型在整数表成平方和的研究中，和实系数二次型在圆锥面、 
和二次曲面的表示的研究中，都是重要的.二十世纪研究了系数 
属于任意域的二次型.由于引进了更抽象的结构，所有这些都能 
够用作老的代数理论的基础或系 数域. 而且这种推广的过程可以 
无限地进行下去.抽象概念的这种应用襦要用到抽象代数的技 
巧;这样，许多表面上不同的课题都被吸取到抽象代数里来了.数 
论(包括代数数)的大部分就是这样的情形. 

然而，抽象代数已经毁坏了它自己在数学中所起的作用.抽 
象代数概念的系统阐述是为了统一各种表面上千差万别的数学领 



域，例如群论就是这样.抽象理论一经正式形成，数学家们就离开 
原来的具体领域转而把注意力集中在抽象结构上.通过成百个从 
属概念的引进，这课题就如雨后春笋般地发展起来，形成一团混乱 
. 的细小分支，它们彼此之间，以及和原来的具体领域之间，都没有 
多少联系.统一性通过多样化和特殊化而取得成功.确实的，抽 
象代数领域里的大多数工作者都不再知道抽象结构的来源，他们 
也不关心他们的结果对具体领域的应用. 
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拓扑的开始 


我相值我们铁少 另** •门分析的学问，它是真正几何的和线 
性的，它 ft 直接地'表示位置，如 H 代数表示量一# 


1拓扑是什么 

十九世纪的若干发展结晶成几何的一个新分支，过去一个长 
时期中叫作位置分析 (analysis situs), 现在叫作拓扑 (topology). 
暂且粗浅地讲,拓扑所研究的是几何图形的那样一些性质,它们在 
图形被弯曲、拉大、缩小或任意的变形下保持不变，只要在变形过 
程中既不使原来不同的点熔化为同一个点，又不使新点产生.换 
句话说，这种变换的条 件是： 在原来图形的点与变换了的图形的 
点之间存在一个一一对应，并且邻近的点变成邻近的点.这后一 
性质叫作连续性;因而要求的条件便是，这变换和它的逆两者都是 
连续的.这样的一个变换叫作一个同胚 (homeomorphisin) 或拓扑 
变换.拓扑有一个通行的形象的外号——橡皮几何学 （rubber- 
sheet geometry), 因为如果图形都是用橡皮做成的，就能把许多图 
形变形成同胚的图形.例如，一个橡皮圈能变形成一个圆■周或一 
个方齓它们 同胚； 但是一个橡皮圈和阿拉伯数字8这个图形不同 
胚,因为不把圈上的两个点熔化成一个点,圈就不会变成 8. 

通常习''惯于把图形都看作是安放在一个包扃它们的空间之 
中.从拓扑的目的来说，即使不能把包围一个图形的空间拓扑地 
变换成包围另一个图形的空间，这两个图形还能同胚.例如，取一 






长方形纸条，把它的两条短边连接起来，就得到柱形式圆箍.如果 
采用另一个办法，先把一条短边扭转360°之后，再把它跟另一条 
短边连接起来，那末得到的就是一个扭转过的圆箍.这两个圆箍 
是同胚的.但是不能把这三维空间拓扑地变成自己同时把第一 
个圆箍变成第二个圆箍. 

按照本世纪所理解的，拓扑分裂而形成两个有些分立的 部分： 
点集拓扑和组合拓扑(或代数拓扑).前者把几何图形看作是点的 
集合，又常把这整个集合看作是一个空间.后者七几何图形看作 
是由较小的构件组成的，正如墙壁是用砖砌成的一样./点集拓扑 
的概念,组合拓扑当然也要用,特别是在研究那些板广泛的几何结 
构的时候. 

拓扑有很多不同的起源.跟数学的大多数分支一样，先有了 
许多成果，只是后来才认识到它们归属于一个新科目或被一个新 
科目所概括.现在就拓扑而论， Klein 在他的厄兰格纲领 (Erlanger 
Programm) (第38章第5节）里就至少勾画出了这一新而重要的 
研究领域的可能性.那时候，他正在推广射影几何和代数几何里 
所研兖的那种变换，并且通过 Riemaim 的工作，他已经感觉到同 
胚的重要性了. 


2.点集拓朴 

从 Cantor 开创点集理论（第41章第7节）到 Jordan、Borel 
和 Lebesgue 扩展它(第44章第3〜4节)的时候，点集理论本来并 
不涉及变换和拓扑 性质. 但是另一方面,拓扑所感兴趣的,是把点 
集作为一个空间看待.点集只是互不相关的一堆点，而空间则通 
过某种捆扎的概念使点与点之间发生关系；这是空间不同于点集 
的关键.例如 Euclid 空间中距离这一概念就表明点与点之间有 
多远，尤其是使我们能定义一个点集的极限点 • 



我们已经谈过点集拓扑的起源(第46章第2节).由于想要把 
Cantor 的集合论和函数空间（即以函数作为点的空间，这在变分 
法中已经是习以为常的了）的研究统一起来， Frfiohet 在1906年 
发动了抽象空间的研究. Hilbert 空间， Banaoh 空间的引进，泛 
函分析的兴起，更增加了把点集 f 为空间来研究的重要性.泛函’ 
分析中起作用的性质都是拓扑性质，主要因为序列的极限居重要 
的地位.再者，泛函分析的算子就是从一个空间到另一个空间的 
变换.⑴ 

Frgchet 指出，这捆扎概念不必就是 Euolid 的距离函数.他 
引进了 (第46章第2节)几种不同的概念,都能用来确定什么时候 
一个点是一个点序列的极限点.特别地，他推广了距离这个概念， 

弓 .1 进了度惫空间这一类空间. Euclid 平面就是一个度量空间.对 
于度量空间，说到一个点的邻域时，指碎是离开这点不到某个量 
«那 i 远的全部点.这些邻域是圆形的.我们也能用正方形的邻 
域.对于一个给定的点集，甚至不必引进度量，还能用一些方式来 
确定某些子集作为邻域.这样的空间叫做具有邻域拓扑的空间. 
这是度童空间的一个推广 . Felix Hausd 0 rff (1868 〜 1942) 在他的 
«点集论纲要》 (Grwndzuge d&r Mengeriehre , 1914) 中使用了邻域 
概念（这一概念， Hilbert 在1902年进行 Euolid 平面几何对一种- 
特殊的公理化研究方法时已经使用过)，并且根据这个概念建立了 
抽象空间的完整理论. 

Hausdorff 把拓扑空间定义为一个集合,连带着它的每一元素 
*所联系的一族子集％.这些子集叫作邻域，它们必须满足下列 
条件: 

( a ) 每个点*至少有一个邻域口*每一个?7 8 含有这个点 

( b > * 的两个邻域的交含有 * 的一个邻域. 
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( o ) 如果 2 / 是仏的 一个点，则存在一个 r 7 v 使得 
. ⑹如果 y , 则存在 U •与17,,使得 IVIZfO . 

Hausdorff 还引进了两条可数性 公理： 

( a ) 对于每一个点*，子集匕所组成的集是可数集. 

( b ) 所有不同的邻域所组成的集是可数集. 

点集拓扑的基础是若干基本概念的定义.邻域空间中一个点 

集的一个极限点是这样一个点，它的每一邻域都至少含有这集合 

的一个点.如果这集合的每个点都能被包围在只由这集合的一部 
分点所组成的一个邻域之中，这集合就是开集如果一个集合含 
有它的所有极限点，它就是闭集.一个空间或一个空间的子集叫 
作紧致的，如果每一个无穷子集都声极限点.因此, 渾常的 Euolid 
直线上的点不成为一个紧致空间,因为相当于整数的点的无穷集 
没有极 限点. 如果一'个集合不管怎样分成两个互不相交的子集， 

其中一个子集至少含有另一个的一个极限点，这个集合就是连通 

的.曲线不是连通的，但是曲线加上 F 轴上 

的区间（一 1, 1) 就是连通的.可分离性是 Fr 6 ohet 在1906年的论 
文中引进的，这是另一个基本 概念. 如果一个空间就是它的一个 
可数子集的闭包(即子集本身加上它的极限点)，它就叫作可分离 
的. 

至此还能够引进连续变换和同胚的概念.连续变换通常有两 
个 内容: 对于一个空间 的每一 个点，对应着第二个空间或像空间的 
唯一的一 个点； 并且对于一个像点的任一给定的邻域，原来的点 
(或每一个原来的点,如果多于一点的话)有一个邻域,它的每一个 
点的像点都被包含在像空间的该给定的邻域里.这个概念不外是 
连续函数的^定义的一种推广，其中 s 确定像空间中一点的邻 
蟬；而 S 确定原来的一点的一个 邻域. 两个空间沒和史之间的一 
个同胚是一个一一对应，并且两个方向（即从》到2 1 和从？ 1 到汉） 
都连续.点集拓扑的基本任务是发现李连续变换和同胚下保持木 








变的性质.上面提到的所有性质都是拓扑不变性. 

Hausdorff 在度量空间的理论方面增添了许多成果.特别是 
在关于 . Frgohet 在他的1906年论文中所引进的完全性概念这方 
面.考虑一个度量空间中满足下列条件的点序列对于任意 
给定的 A 存在一个及，使得 •—知 |<«对于大于汉的所有 w 
和《都成立.如果一个空间中的每一个满足这条件的序列都有极 
限点，这空间就是完全的. Hansdorff 证明 1 T , 每一个度量空间能 
够并且只能够按一种方式扩展成一个完全的度量空间/ 

抽象空间的引进提出了若干间題，而这些问题发动了许多研 
究工作.例如，如果一个空间是用邻域定义的，这个空间是否必然 
是可度董的?即是否能在这空间中引进一种度 It 保持这空间的 
结构，使得极限点仍然是极限点？这间题是 Frfiohet 提出来的. 
Paul S . Urysohn (1898-1924) 的一个结 果说： 每一个正规的拓 
扑空间是可度量的一个正 规空间 是这样一个空间，它龉任意- 
两个不相交的闭集都可以各自被包含在一个开集之中，而这两个 
开集木相交.他还证明了&一个相当重要的有关结果 •. 每一个可 
分离的度量空间，即毎一个具有一个稠密的可数子集的度量空间， 
同胚于 Hilbert 方体的一个 子集； 方体即是以满足的 
无穷序烈私 } 为点的空间，其中的距离定义为 

ds= ^%^ Xi ~y^ 2 • 

我们已经注意到，维数 ( dimension ) 问题已经由 Cantor 在直 
线和平面之间的一一对应（第41章第7节）和装满一个正方形的 
Peiiio 曲线 <第42章第5节）的证明中提出来了. Fr 4 ohet (已经 
在研究抽象空间）和 Poinoart 已经看到需要给维数下一个定夂， 
使它既可应用于抽象空间，又可以使直线和平面具有通常的 维数. 




通常所采用的心照不宣的定 义是： 维 fe 就是确定一个点所需要的 
坐标的个数.这个定义不适用于一般空间. 

1912年， Poinoar6 给出一个递归定义 . 一个连续统（一个、 
闭的连通集)叫做维的，如果它能分成两部分，其公共边界是由 
»-1 维的连续统组成的. Luitzen E. J. Brouwer (1881 〜 1967) 

指出这定义对于两叶的锥面不适用,因为一个点就分开这两叶. 
Brouwer <6> , Urysohn (C) , 和 Karl Menger (1902 〜)( 7 )，改进了 
PoinoarS 的定义. 

Menger 和 Urysohn 的定义相似，人们都认为，现在所采用的 
定义是他们俩人的.他们的概念是规定一个局部的维数. Monger 
的提法 如下: 空集定义为一 1维的.我们说一个集合及在一点 P 
处是《维的，如果《是这么一个最小的数，使得存在户的任意小 
的邻域，它们在#中的边界的维数小于 《. 集合 M 叫作《维的 ， . 
如果它在它的所有点处至多是维的，而在至少某个点处是 n 维 
的. 

另一个广泛采用的定义是 Lebesque 的. <8 > —个空间是》 •维 
的，如果《是这样的最小数，即直径任意短的闭集所组成的覆盖都 
含有属于这覆 M 的闭集中《+1个集的公共点.根据这些定义的 
任一个， Euolid 空间都有恰当的维数，并且任意空间的维数都是 
拓扑不变的. 


维数论中的一个关键的结果是 Menger (« 维数论》 ( Dimm - 
0, 1928, 295页)和 A. Georg Nobeling (1907 〜）的一 
这个定 理说： 每一个紧致的度量空间同胚于2»+1维 


sionstheorie ] 

个定理 










Jordan 和 Peano 的工作所弓 1 起的另一个问题是曲线本身的 
定义（第42章第5节).有了维数论方面的工作，才能够作出答 
案. M eng e r < 1( » 和1；)：780!«1 〜定义曲线为一维的连续统，连续统 
是闭的连通集.（这个定义要求把抛物线那样的开曲线用一个无 
穷远点封闭起来 .） 这个定义排除了裝满空间的曲线，并反映了曲 
线在同胚下不变的这一性质. 

点集拓扑这一学科继续很活跃.对于各种类型的空间的公理 
基础,引进变种、特殊化、以及推广,都是比较容易的.曾经引进了 
成百个概念,证明了成百个定理，虽然这些槪念的最终价值大多数 
是可疑的.跟在别的领域中一样，数学家们毫不迟疑地投身于点 
集拓扑的纵深发展. 


3. 组合拓扑的开始 

早在1679年， Leibniz 就在他的 《几何特性* ( Oharact — 
试图阐述几何图形的基本几何性质，采用特别的 
符号来表示它们，并对它们进行运算来产生新的性质.他把他的 
研究叫作谆置分析或位置几何学 (geometria situs ). 1679年，他 
在给 Huygens 的一封信里，说明他不满意坐标几何研究几何图 
形的方法，因为这方法除了不直接和不美观之外，关心的还只是 
量，而“我相信我们缺少另一门分析的学问，它是真正几何的和线 
性的，它能直接地表示位置如同代数表示量一样 


(10) Monatshefte fiir Mathernatik und'Physik, 83, 1928, 1« 〜 160 和 Ann.i 

95, 1926 , 277 〜 306. 

(11) Fmdamenta Mathmaticae, 7,1925 , 30-137, 特别是第 93 页. 

(12) Leibniz, Math. Schriften/1 Abt., Vol. 2, 1850, 19~20-Qerhardt, Dtr 
Brigfwechsel wn Leibniz mit Mathematikem, 1, 1899, 568-Ohr. Huygens 



Leibniz 对于他所拟建立的东西给出了少数例子.虽然他的着眼 
点在于那些几何算法,认为它们会给出纯几何问题的解,他的例子 
仍然声有度量性质.或许因为他对于所寻求的那种几何并不明 
确，他的想法和符号没有引起 Huygens 的热诚.就 Leibnl* 所达 
到的清楚程度来看，他是预想到了现在所称的组合拓扑. 

几何图形的一个组合性质跟 Euler 的名字联在一起，虽然 
Desoart 明在1639年就知道这性质，并且通过 Descartes 的未发表 

的手稿， Leibni* 在1676年也知道这性质.如果数一数任何闭的 

a 多面体(例如立方体)的顶点数、棱数和面数 ，就有V— JE+F- 


2. 'Euler 在 17_ 
'证明.( 14> Eulei 
虽然 Euler 发理 


1750年发表了这个结果 (13) . 1751年他提出了一个 
r 对这一关系感兴趣是要用它来作多面体的分类. 
史现了所有闭的凸多面体的一个性质，但他没有想到 
连续变换下的不变性.他也未确定出满足这关系的这类多 面体. 

1811年 Oauohy (15> 给了另一个证明.他挖去了一个面的内部， 
把剩下的图形铺在一个平 面上. 这给出一个多边形，它的 F —忍 
十2?这个数应该是 1. 他的证明是这样进 行的： 把这图形剖分为 
三角形，然后在一个个地抹掉三角形时计算这个数的改变.这个 


证明因为假设了任一闭的凸多面体同胚于球面,有不足之处;但十 


九世纪的数学家都承认这个证明. 

另一个著名的问題是 Koenigsberg 桥的问题.它是当时的一 
个游戏问题，后来才体会到它的拓扑意义.流经 Koenigsberg 的 
Pregel 河湾处，肴两个岛和七座桥(图 50.1 中用&标 出). 老乡们 
为着消遣，试图在一次连续的散步中走过所有这七座桥，但不准在 
任何一座上通过两次. Euler 当时在圣彼得堡，听到了这个问题， 







在 1736 年找到了解答他简化了这个问®的表示法，用点代 
表陆地,用线段或孤代表桥,得到图 50.2. Euler 于是把问题提成 
这样： 能否一笔画出这 个图； 即用铅笔连续不断地一次画出这个 


图,在每一条孤都只准画一次这条件下,他证明了,对于上图，一笔 
画是不可 能的; 并且对于任何一组给定的点和孤，给出了能否一笔 • 
画出的判别条件. 

Gauss 时常谈到有必要研究图形的基本性质但并未作出 
杰出的贡献.他■的1834年的一位学生 Johann B. Listing (1806 
〜1832,后来任哥廷根的物理教授)，在1848年出版了《拓扑学的 
初步研胃 Topologie). Listing 在这本书中用拓 
扑这个术语作为他所讨论的内容的 名称； 其实他认为宁愿用位置 
的几何这个名称，但他未用，因为 von Staudt E 经把射影几何叫 
作位置的几何了. 1858年 Liating 开始了一系列拓扑研究，用《空 
间复形的概述心）这个题目发 
表巧 Listing 寻求几何图形的定性规律.例如，他企图推广 Euler 
关系 r- 五+置=2. 


• Comm. Acad. 8ci. Petrop., 8, ^736, 12； 

见 James B. Newman: The World of M 

Vol. 1, 573-580. [中文里译本见赛伯狗 
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M6bius 是对扑拓研究的本性给出恰当提法的第一个人.他 
是 Gauss 1813年的助教.他在把不同的几何性质分为射影的，仿 
射的,相似的,和全同的之后，到1863年在他的《初等关系的理论》 
CTheorie der elemenfaren V6rwandsohaft) (19 > M, 考虑了两个图 
形，它们的点成一一对应，并在这对应下，邻近的点对应着邻^的 
点;. 他建议研究这 样联系 着的两个图形之间的 关系. 他从多命体 
的位置几何着手.他强调把一个多面体看成二维多边形的一个集 
合; 既然多边形能剖分成三角摻， 

这就使得多面体是三角形的一个 
集合.这个想法后来证明是基本 
的.他还表明 <20> 有些曲面能够被 
剪开，被铺开成多边形；这多边 
形，连带由于剪 p 而产生的每对 
边恰当地等同起就是原来的 ® 50 3 

曲面.例如一个双环能够用一个多边形来表示（图 50.3), 只要把 
用相同字母标出的棱等同起来就行了. 

18邱年， MSbius 和 Listing 各自独立地发现了单侧的 (ono- 
sided> 曲面,其中最闻名的是 Mdbi 加带(图 60.4). 取一片长方纸 
条，把一个短边扭转180°，然后把这边跟对边粘贴起来，就形成一 
条 Mdbius 带. Listing 在《概述》中发表了这个 图形； M6bius 在一 
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篇论文 ( 》>里也描写了它.就 MSbius 锴这个图形来说，它的单侧 
性的特征可以说明 如下: 用刷子油漆这个图形时,能连续不断地一 
次就刷遍整个曲面.如果一个没有扭转过的带子的一面刷 遍了， 
要想把刷子挪到另一面，就必须把刷子挪动跨过带子的一条边沿. 
单侧性也可以利用曲面的垂线来定义.让垂线有一个确定的方 
向.如果这垂线能够在曲面上任意地挪动，并且在它回到廐来地点 
时，它还必定有同一个方向，我们就说这曲面是双侧的 (two-sided). 

如果有一次方向额倒了，这曲面就是单侧的.对于 MSbius 带，垂 

线回到“背面”的那地点时,方向就颠倒了. 

还有一个问题，地图问题 (map problem), 后来才看出它是拓 







I 54, 1857,105^ 
















8 . 组 合拓扑的开始 271 IV 

连通性.他 的连通 性定义 如下： “如果在〔具有边界的〕曲面及上 
能画》条闭曲 线®! , 03 ，…，如 它们各自单独地或藥体地都不能 
包围曲面 f 的一部分，但是它们连同任意另一条闭曲线就能包围， 
这曲面就说是 rt+1 阶连通的关于降低连通性的阶， Riemann 
写道： 


利用一条横剖线即，整个位于曲面内部并 
连接曲面的一个边界点到另一边界点的一条线，能把= 
个 n+1 阶连通的曲面变'成一小》 阶连通 的曲面由 
于沿着割线剪开而产生的边界部分，在尔后剪开时仍起 
着边界的作用，因.而一条横剖线不能通过一个点多于一 
次，但能以它的早先的点之一作为蟑点.……要把这些考 
虑应用到无边界的曲面，即闭曲面，必须先任意地指定一 
点，把这曲面变成有边界的，使得第一次剪开曲面时就利 
用这个点以及一条以这点作起点和终点的横剖线，即一 
条闭曲线. 


Riemann 给出锚环或环面（图 60.5) 这个例子.它是三阶连通的 









图 80.8 有 jp 个洞的球而 图 80.7 有 p 个柄的球面 


许多人研免了闭曲面的拓扑等价问题.要想叙述这方两的主 
要结果，必须注意能定向的 (orientaWe) 曲面这一概念.一个能定 
向的曲面是这样一个 曲面： 它能三角剖分，并且能指定全体(弯曲 
的)三角形的定向,使得在作为两个三角形的一条公共边的任一边 
上所诱导出来的定向相反.例如球面是能定向的，但是射影平面 
(见下文）是不能定向的.这是 Klein 发现的/%他在这篇论文 









它们具有相同的亏格. Klein 还 指出： 对于具有边界的能定向的 
'曲面，还必须加上边界曲线的条数相等这一条件.这个定理舞 
Jordan 早先证明过的 

Klein 在1882年引进现在所谓的 Klein 瓶这一曲面 （ 图 
60.8) 时(见脚注 (25) 所引的论文的第23节),就强调 过：即 使是二 
维的闭图形,情况也可以很复杂. Klein 瓶的瓶颈穿进了瓶，但不 
跟瓶相交，然后终于跟瓶底沿着0光滑地粘连起来.沿着曲 
面并未被穿破，而管子进入了曲面. Klein 瓶无边，无内并且无 
外; 它是单侧的;它的一维连通数是3,即亏格是 1. 在三维 Euolid 
空哼中做不出 Kl&in 瓶. 



图 50.8 _ 图 50.9 


射影平面是颇为复杂的闭曲面的另一例.它可以拓•扑地表示 
成一个圆域，其每一对对径的边界点互相等同起来(图 60.9) .无穷 
远直线用半圆周表示.这曲面是闭的，它的连通数是1,即， 
它的亏格是 0. 也可以把一个圆域的圆周，跟一条 M5bi US 带的边 
界(只这一条边界）粘连起来，做成射影平面，虽然在三维 Euclid 
空间中还是不能做出射影平面，使得应该不同的点不重合. 

拓扑研究的另一推动力来自代数几何.我们已经提到过(第39 
章第8节)，几何学家曾经转而研究表示两复耷数代数函数的定义 
域的四维“曲面”，并且，以跟二维 Riemann 曲面上的代数函数和 
积分的金论相仿的方式，引进了四维曲面上的积分.为着研究这 





些四维图形，探讨了它们的连通性，并具看出这样的图形不能用 
一个数字来刻划，象用亏格来刻划 Riemaim 曲面一样. Emile 
Picard 在1890年左右的一些研究中 揭癟： 刻划这样的图形，至少 
瓣要一个一维的和一个二维的连通数. 

Enrico Betti(1823 〜踔)是比萨大学的一位数学教授，他认识 
到研究更髙维图形的连通性的必要.他进而断定考虑《维同样地 
有意义.他曾在意大利见到过 Riemann, 当时 Riemann 因为健康 
的原因在意大利度过几个冬季. Betti 从 Riemann 知道 Riemann 
本人以及 Olebsoh 的工作. Betti< M > 引进了从1到 《—1 维的每一 
维的连通数.如果在一个几何图形上能画若干条闭曲线，而不把 
图形分成不相连的区域，这种闭曲线的最多条数就是一维连通数 
(这个数加1就是 Riemann 的连通数).如果图形上能作若干个 
闭曲面,而它们集体地不成为这图形的任何三维区域的边界，这种 
闭曲面的最多个数就是二维连通数.更高维的连通数有相仿的定 
义.这些定义中所涉及的闭曲线、闭曲面和更高维的闭图形叫作 
闭链(如果一个曲面有边界，曲线必须是横剖线；即从一个边界的 
一点到另一个边界的一点的曲线.所以，一个有限长的空心管子 
的一维连通数是1,因为能作从一端到另一端的一条横剖线，而不 
把曲面分隔成两部分).对于用来表示复败代数函数 /($, 沁幻一 
0的四维图形， Betti 证明了一维连通数等于三维连通数. 


4 . PoincaM 在组合拓扑方面的工作 

十九世纪快结束时，组合拓扑中发展得颇为完善的唯一区域 
是闭曲面理论. Betti 的工作只是一个更广的埋论的起点.最先 
系统地一般地探讨几何图形的组合理论的人，公认为是组合拓扑 
的奠基者，是 HenriPoiiicar6(1854 〜 1912). 他是巴黎大学的数 
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学教授，被认为是十九纪最芣四分之一和本世纪初期的领袖数 
学 k 并且是对于数学和它的应用具有全面知识的最后一个人. 
他写了大量研究论文、教本和通俗论文,涉及几乎数学的所有基本 
领域,以及理论物理、电磁理论、动力学、流体力学和天文学的主要 
领域.他的最杰出的著作是《天体力学的新方法 
nouveUetdala meeamque (；办彻，三卷， 1892-1899). 自然科学 



Poinoart 在从事于我们即将说明的组合理论之前，对微分方 
程的定性理论这个拓扑的另一领域作出了贵献(第29章第8节). 
这个理论所处理的是积分曲线的形状和奇异点的性质，所以基本 
上是拓扑工作.对于组合拓扑的贡献是由下述问题激发出 来的： 
当 y, «都是复数时，确定代表代数函数 /(*, V, *) =0的四维 
“曲面”的结构.他断定系统地研究一般的或《维的图形的位 置分' 
析是必要的.他在1892 fil I 893 年的《报告》 (Com/ptes Rend^s) 
中发表了一些短文，然后于1895年发表了一篇基本性的论文 <*»>, 
接着是一直到1904年发表在几种期刊上的五篇长的补充.他认 
为他在组合拓扑方面的工作与其说是拓扑不变性的一种研究，不 
如说是研究《维几何的一种系统方法. 

Poinoart 在他的1895年的论文里，企图通过用《维图形的 
解析表示来建立《维图形的理论.在这样的研究中他没有取得很, 
多的进展，因而他转向流形的、即 Riemaim 曲面的推广的纯几何 
理论.如果一个图形的每一个点有一个邻域,同胚于维实心 
球的内部，这图形就是一个《维的闭流形.所以圆周（以及任何同 
胚图形)是一个一维 流形. 球面或环面是二维流形.闭流形之外, 
有带边界的流形.正方体或实心环是带边界的三维流形.每一个 
边界点的邻域只是二维球的内部的一部分. 

foinoart 最后所采用的办法出现在他的第一个补充里 <80> .他 
(29) Jwr.de VEoole Poly., (2), 1, 1895, l~121^(Euvret, 6, 198〜 288. 



研究流形使用的是弯曲的胞腔或图形小块，但我们阐述他的思想 
却将使用后来 Brouwer 所引进的术语 ：单形 （simplex) 和复形 
(complex). 一个单形只不过是一个《维的三角形.就是说，零维 
单形是一个点；维单形是一条线段；二维单形是一个三 角形； 三 
维单形是一个四 面体； n 维单形是一个具有 ti+1 个顶点的广义的 
，四面体.一个单形的较低维的面还是单形.一个复形是具有下述 
性质的一组有限多个 单形： 组中任何二个单形的交，如果有 的话彳 
是一个公共的面，并且组中每一个单形的每一个面也是组中的一 
个单形.单形也叫胞腔 (cell). 

为着组合拓扑的目的，我们对每一维数的每一个单形賦予一 
个定向.例如，以«1和》 2 为顶点的二维单形(一个三角形)， 
通过选定顶点的^个顺序，蓍如说是®#:%，就给了它一个 定向； 
把这样定了向的这二维单形记作丑 a . 从这顺序经过偶数个置换 
所得到的任何顺序，都说是具有同一个定向.所以， (W 2 ), 
(_ 1 )或0 1 顿。)都给出砜从这个基本的顺序经过奇数个置换 
所得到的任何顺序，都代表相反定向的单形.所以一丑 2 由 (¥&) 
或或(你勿％)给定. 

—个单形的边缘由这单形所包含的低一维的单形组成.所以 
—个二维单形的边缘由三个 -r 维单形组成.但是边缘必须取适当 
的定向.我们按照下述规律歩得到定了向的 边缘 ： 单形奶 
aoaia a --*at 

在它的边缘的每一个& 一 1维的单形上诱导出定向 

⑴ （-1)*(«0%“.咏-1叫 + 1-““》). 

以这里的灸个点为顶点的一个定向单形 Er 1 可以具有 (1) 所给出 
的 定向； 这时候,我们说辦- 1 跟奶的关联数 (inoidenoe number) 
是1,以表示^?- 1 的定向相对于的关系 .. Er x 可以具有相反 





的定向，这时候关联数是 一1. 不管关联数是1或一 1,基本的事实 
是： 的边缘的边缘是 0. 

对于一个给定的复形,可以作它的 A 维定向单形的线性组合. 
例如，如果丑?是一个々维定向单形，并且是一个正或负的整 
数， 

这样的一个线性组合叫作一个链 (chain ). 整数 0,只不过告诉我 
们应计算这给定的单形多少次,负数还表明这单形的定向的改变. 
如果我们的图形是由四个点(_^ 8 )确定的四面体，我们能作链 
0^5El 任一链的边缘是这链的所有单形的所有低一维的单形 
的和，每一单形都带上适当的关联数，并且带上 (2) 中出现的次数> 
链的边缘既然是链中出现的每一个单形的边缘的和，链的边缘的 
边缘便是零. 

一个边缘为零的链叫作一个闭链 (oyole). 所以，有些链是闭 
链.闭链之中有些是其它链的边缘.例如单形的边缘是一个 
闭链，并且是避的边界.但是，如果我们原来考虑的图形不是这 
个三维单形,而是这个三维单形的边界曲面，我们还会有这同一个 
闭链，但它巳不是边界.举另一例，平环（图 sb.io) 上的链 

(floOi) + (0103) + (峨)+ …+ (o 8 Oo) 

是一个闭链;因为的边缘是％ 

等，整个链饵的边缘是零.但是仍 
并不是任何一个二维-的边缘.这在 
直观上是明显的，因为所讨论的复形 
是平环，因而内洞的内部不是图形的 
部分. 

有可能两个闭链中的每一个都不 
是边缘，但它们的和或差却是一个区 图 

域的边界.例如，级和 OK 图 60.10) 的和就是这平环的整个面积 
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的边界.这样的两个闭链叫作相关的.一般地说，闭链05, 05, 
…， 邙叫作相关的，如果 

是边缘，其中 内不都 是零. 

然后 Poinoar6 引进他称之为 Betti 数（为着归功于 Enrico 
Betti) 的那些量.考虑复形中某一个维数的所有可能的单形，该 

维数的无关的闭链的个数就叫作该维数的 Betti 数 (Poinoarfi 实际 

上用的数是 Betti 的连通数加 1). 例如,对于平环这个 如子 ，零维 

Betti 数是1,因为任一点都是一个闭链，但两个点是连接它们的 

线段的边缘.一维 Betti 数是1,因为存在不为边缘的一维闭链， 
但任意两个这样的闭链（它们的和或差）就是边缘.二维 Betti 数 

是零，涵为二维单形的链中无闭链.人们可用圆域跟环作比较，来 

领会这些数的意义.圆域的每一个一维闭链都是边缘，从而一维 
Betti 数是零. 

. 在1899年的这篇论文里， ： PoinoarS 还引进了他所称的挠系 
数 (Mrsionooeffioient). —个更复杂_结构，例如射影平面，可能 
有一个不为边缘的闭链，而2倍这闭_却是边缘.例如，如果把三 
角形都象图 60.11 所表明的那样定向,四个三角形的边界就是 
这条直线的2倍(我们必须记着^和^是同一条线段).这个 
数2就叫作一个挠系数,并且多相应的边线叫作一个挠 闭链. 



图 50.11 









即使从这些极简单的例子已经淸楚可见，一个几何图形的 
Betti 数和挠系数确实能够以一种方式把一个图形跟另一个区别 
弁来,例如平环不同于圆域. 

PoincarS 在他的第一篇 (1899) 和第二篇补充中<»>,介绍了 
个复形的 Betti 数的算法.每一个 g 维单形的边缘上的 j-l 
维单形有关联数+1或一 1;指定不在風》的边缘上的一个 g -1维 
单形以零为关联数.然后能作一个矩阵，它表明第 i 个维单 
形的,相对于第 i 个？维单形而说的关联数略.对于每一个非零 
的维数 A 有这样的一个矩阵 2V r fl 的行数是复形中的？维单形 
•的个数，列数是？ 一1 维单形的个数.据此，给出顶点相对于棱 
的关联数 ，r 2 给出一维单形相对于二维单形的关联数，等等.通 
过对矩阵作初等运箅,能够使非主对角线上的元素都变成零,并使 
这对角线上的元素是正整数或零.设这些对角线上的元素中 7,个 
是 1. Poinoart 证 明了： 1?维的 Betti 数趴（即 Betti 的连通败加 
1) 是 

、 2>a=«®-7«i+i-ra+l, 

这里吻是7维单形的个数. 

Poincare 把具有挠系数的复形跟不具有挠系数的复形区别 
开来了. fe 后一情形，对于所養的主对角线上的所有数都是零 
或 1. 大于1的数表明挠系数的出现. 

他还引进了 n 维复形 f 的示性数 (oharaoteristie) iV(JT-). 
如果复形有个维单形，按定义 

W)= 

i 个量是 Euler 数 r 一五+罗的一个推广.关于这个示性数， 
Poinoar6 的结 果是: 如果外是瓦 1 •的々维 Betti 数，那么〜> 

(31) Proc. Lon. Math. Soc., 32, 1900, 277~308-®mwm, 6, 338 〜 370. 
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这个结果叫作 Euler-PoinoarS 公式. 

Poinoarf 在他1895年的论文中介绍了一个基本定理，称为 
对偶定理 (duality theorem). 它涉及一个闭流形的 Betti 数.我 
们已经说过,一个 w A 闭流形是一个复形,它的每一点有一个邻域 


同胚于空间的一个区域.这定 理说: 在一个维的能 
定向的闭流形中> p 维的 Betti 数等于 n —分维的 Betti 数.然而 
他的证明并不完全. 

Poinoar6 在致力于区别复形时，另外引进了 (1895) 复形的基’ 
本群 (fundamental group) 这一柢念，也称为 Poinoar^ 群或第一 
同伦群.它今天在拓扑中起着相当重要的作用.想法来自考虑单 
连通的平面区域与多连通的平面区域的区别.在圆域的内部，所 
有闭曲线部能缩成一点.但是在平环上，一条闭曲线能否缩成一 
点，要看它是否包围平环的内圆边界而定. 

考虑以这复形的一点灿为起点和终点的全体闭曲线，就可以 

得到更明确的理解.然后在这些闭曲线中，把能通过在复形空间 


的连续运动而从一条变成另一条的那些闭曲线说成是互相同伦的 



(homotopic)， 并把它们归于一类.这 
样平环中的从扒开始而又回到妁的 
(图60.12)、并且不包围内边界的闭 
曲线就是 一类； 而那些从灿开始而又 
回到％的，确实包围内边界的，是另 
一类.那些从办开始而又回到洳的， 
并且包围内边界 n 次的，又是另一类. 

现在能够在类和类之间定义一种 


运算，几何地说，就是从开始，描出一类中 的任一 曲线，然后描 


出第二类中的任一曲线.两条曲线选取的顺序，以及描出一条曲 





线时所取的方向，都加以区别.于是类就形成一个群，叫作这复 
形 Z 相对于基点价的基本群.现在把这个非交换的.群记作 
yo). 对于道路连通的复形，这个群并不真正依赖于 y<» 这 
个点.换句话说，在扒处的这个群和在 於处的 同构.平环的基 
本群是无穷循环群.分析学中常用的单连通区域，例如圆周和它 
的内部，它的基本群就只有一个元素，恒同元素.正如圆域跟平环 
由于它们的基本而有区别一样，也能把更髙维的复形李这方面 
显著地区别出来. 、 

Poin 0ar 6 遗留下了一些重要的猜测.他在他的第二篇补充里 
断言，如果两个闭流形有相同的 Betti 数和挠系数，它们就同胚， 
但是在第五篇补充_里，他给出了一个三维流形, 它的 Betti 数和 
挠系数跟三维球(四维实心球的表面)的相同，但它不单连通/因 
此他增加单连通性作为一个条件.他然后指出存布三维流形，它 
们具有相同的 Betti 数和挠系数,但具有不同的基本群，从而它们 
不同胚. James W. Alexander (1888 〜 1971) 是 Princeton 大学 
的数学教授，后来在高等学术研究所，他证明了两个三维流形 
可以有相同的 Betti 数,挠系敢和基本群,却还是不同胚. 

Poinoar6 在他的第五篇补充 (1904) 里作了一个颠加限制的 

猜测，即，每一个单连通的，闭的，能定向的三维流形同胚于三维 

球.这个闻名的猜测曾经被推 广成： 每一个单连通的，闭的《维 
流形，如果具有 n 维球的 Betti 数和烧系数，它就同胚于《维球. 
Poinoar6 的猜测以及这推广了的推测都还没有证明 . (35> 

另一个闻名的猜测，叫作 Poincad 的主猜測 







_， 最重要的猜测).这个猜测说，如果^^和巧是同一个三维 
流形的单纯(不必是平直的)剖分，•那末和 A 有同构的重分 . <8 〜 


5.组合不变置 

确立组合性质的不变性的问题，就是要 证明: 如果任一复形在 
点集.的意义下同胚于一 已知复 形，它就和这已知复形有相同的组 
合性质. Betti 数和挠系数是组合不变量,这是由 Alexander 首先 

证明的 (37> ,他的结 果是: 如果疋和是任意两个同胚的(作为点 

集的)多面体 P 和 A 的任意单纯剖分(不必平直的)，那么尸和朽 

的 Betti 数相同，挠系数也相同.逆命題不成立，即两个复形的 

Betti 败相同,挠系数也相同,并不保证这两个复形同胚. 

, L.E.J. Brouwer 贡献了另一个重要的不变董.通过函数论 
的问题，他对拓扑产生了兴趣.他寻求证明亏格穿>1的 Biemaim 
曲面，在保角变换下，有 3flf-8 个等价类，因而被引导到考虑相关 
• 的拓扑问题.他证明了 (8< °在下述意义下复形的维数的不变 性：如 
果瓦是一个多面体 i* 的一个 n 维的单纯剖分，那么 P 的每一个 
-单纯剖分，以及同胚于的任何多面体的每一个这种剖分，也是 
«维复形. 

'这个定理的证明，跟 Alexander 的定理的证明一样，都运用 
了 Brouwer 的一个方法^即连续变换的单纯逼近.单纯变换 
(单 f 到单形 )_ 身只不过是连续变换的更髙维的模拟，而连续变 










换的单纯通近是用于连续函数的线性逼近的楔拟.如果逼近的定 
义区域小，那么，对于不变性证明的目的来说，逼近就能用来替代 
连续变换. 


6. 不动点定理 

组合的方法,除了服务于判别复形之外,还产生了不动点定理 
(fixed point theorems)； 这些定理有重大的几何意义，又在分析学 
中有应用. Brouwer 通过引进从一个复琅到另一个的映射类 ( 〜和 
一个映射的 以射度 (41> 这些概念(这里不详说)，能眵第一次处理所- 
谓一个流形上的向量场的奇点.考虑圆周汉 1 ，球面 《 a ， 和维 
Euclid 空间中'的》维球]在犯上，能眵在每一点处都 
取一个切向量,使得这些向量的长和方向绕着这圆周连续地变，而 
无一个向量的长是零.我们把这 说成： 汉 1 上有一个无奇点的连续 
向童场.但是，妒上不#在这样的一个场. Brouwer 证明了⑽ S a 
上出现的情形必也出现在每一个偁数维的球上;即，偶準球上的连 
续向*场必定至少有一个奇点. 

复形到复形的连续变换理论跟奇点理论有密切关系.特别有 
兴趣的是在这种变换下的不动点 (fixedpoint). 如果用 /(*) 表示 
一点*在这种变换下的像点，那么一个不动点就是满足 /(*)-« 
的点./可以在任一点 * 处，引进从*到/0?)的一个向量.在一不 
动点处，这向量不确定,这个点是一个奇点.关于不动点的基本定 
理是 Brouwer 的.<«>这定理适用于 n 维单形（或它的同胚像)，定 



理说：《 维单形到它自己的连续变换至少有一个不动点.例如， 
一个圆盘到自己的连续变换至少_一个不动点.在同一篇论文里 
Brouwer 还证明了:偶维球到它自己的每一个一一的连续变换，如 
果能形变为恒同矣换，它就至少有一个不动点. 

Poincar6 在1912年逝世前不久，还论证了〜>:如果某拓扑定 
理成立，有限制的三体问題中将会存在周期轨道.这个拓扑定理 
说的是,如果两个圆之间的平环到自己的一个拓扑变换，把每一个 
鞞变成自己,把一个圆沿着一个方向转动，而把另一个圆沿着相反 
的方向转动，同时保持面积不变,那么在平环里至少存在两个不动 
点. Poinoar^ 的这个“最后定理”是 GeorgeD.Birkhoff 证明的. (45 > 

Birkhoff 和 Oliver !). Kellogg 在他们合写的一篇论文里 ( 〜， 
把不动点定理推广到了无穷维的函数空间， P. Sohander 
(1899~1»40)在一篇文章里 (<7> ，以及 Sohauder 和 Jean Leray 
(1906 〜） 在合写的一篇'论文里 (48) ,应用不动点定理来证明微分 
方程的解的存在.这些应用所运用的一个关键定 理是： 如果^是 
Banach 空间中一个闭的、凸的紧致集到这集自身的一个连续映 
射，那么2 1 有一个不动点. 

如何运用不动点定理来证明微分方程的解的存在，最好是从 
一个頦为简单的例子来理解.考虑区间上的微分方程 

初始条件是*_0处 y=0. 解洽(<^显然满足方程 



令⑷ 0(*, 珍⑷)办. - 
我们引进一般的变换 

这里的 /(®) 是一个任意函数.这个变换把/联系到 f 并且 能证' 
明它在由 [0, 1] 上的连续函数所形成的空间中是连续的.我们所 
寻找的解少便是这个函数空间的一个不动点.如果我们能证明这 
函数空间满足使一条不动点定理成立的条件，那么沴的存在就证 
明了.这恰恰是适用于函数空间的那些不动点定理所做的事.这 
个简单的例子所说明的方法，还使我们能证明非线性的偏微分方 
程的解的存在，这些方程在变分学和流体动力学里是常见的. 


7 . 定理的推广和领域的扩展 

掌握了 Poincar6 和 Brouwer 的思想的一些人，已经把拓扑 
扩展到很大的范围，使得它成为今天数学的最活跃领域之一. 
Brouwer 自己扩展了 Jordan 曲线定理 (<9) . 这一定理(第42章第 
5节)可叙述 如下： 设为二维球(曲面)， J 为妒上的一条闭曲 
线（拓扑等价于一个 S 1 ), 则 S z -J 的零维 Betti 数是 2. 既然这 
个 Betti 数是分支的个数， •/ 就把炉分开成两个区域. Brouwer 
的推 广说: 一个维流形# «维 Euclid 空间分开成两个区域. 
Alexander 〈吻 推广了 PoinoarS 的对偶定理，因而间接地推广了 
Jordan 曲线定理. Alexknder 的定理说： n 维球炉上的一个复 
形■的 r 维 Betti 数等于余空间炉一■的—1维 Betti 数, 
r _0 和而当时，的零维 Bettj •数等于1加上 
妒-丑 ■的—1维 Betti 数，当 r-n-1 时，[的 ?》-；! •维 Betti 数 


(49) Math. Ann., 71,1911/1912, 314〜 319. 



L 的方式相加，即把同一个单形的系数相加；并且，既然闭链也是 
b 它们也能相加，而且它们的和还是闭链.所以链和闭链都组成 















素或 0. 既然每一个边缘链是一个闭链， 丑* H ) 就是(幻 
的一个子群. 

有了这些事实，就可以作下述 定义： 对于任何一个 ife >0, ife 维 
闭链的群 PCB 0, 模边缘链的群 (幻 这个子群,所作成的商群， 
叫作[的第 A 个同调群 (homology group), .记作 B \ K ). 邊个 
商群的线性无关的母元的最大个数叫作这复形的第 it 个 Betti 数, 
记作#( I ).第 々个同 调群也可以含有有限循环群，这些对应着 
挠闭链.事实上，这些有限群的阶就是挠系数.复形的同调群有 
了这群论的确切叙述之后,许多旧结果都能同样地重新叙述. 

本世纪初期的最有意义的推广，是引进一般空间的同调论， 
例如紧致度量空间的同调群，它不同于起初研究的复形■的同调 
论.基本的设计来自 PaulS. Alexandroff(1896 〜 )( cc ), Leopold 
Viefcoria (1891 〜)⑽，和 Eduard Oeoh(1893 ~ 1960) (58 >. 因为它 
们牵涉到同调论的崭新的研究途径，这里不作介绍.但是,我们应 
该指出，这方面的工作标志着把点集拓扑和组合拓扑融合起来的 
一步. 






二十世纪数学中最为深入的活动，是关于基础的探讨.强加 
于数学家的问题，_以及他们自愿承担的问趣，不仅牵涉到数学的本 
性,也牵涉到演绎数学的正 确性. 

在这世纪的前期，有几种活动汇合起来把基础问睡引到一个 
髙潮.首先是矛盾的发现，委婉埤被称为悖论，在集合论中尤•为寒 
出.已经提到过的 Bnrali-Forti 悖论，就是这样的一个矛盾（第 
41章第9节).在本世纪的最初几年，还发现了■-些其它的矛盾. 
这些矛盾的发现显然深深地扰乱了数 学家. 另外一个逐渐被认识 
到并在本世纪初显露出来的，是数学的相容性 (oonsistenoy) 问題 
(第43章第6节).鉴于集合论中的悖论，在这一领域中尤其应确 
立相容性. 、 

在十九世纪后期，有一些人已经开始重新考虑数学的基础，特 
别是数学对逻辑的 关系. 这一方面的探讨(后面将较详细地说明） 
启示了某些弊学家，认为数学可以建立在逻 辑上. 另外一些人对 






于逻辑原则的普遍应用,对于某些存在性证明之是否有意义，苺至 
对于信赖逻辑证明 g 作为数学结果的证实，都有疑问.在1900年 
以放已经冒了烟的争论,经悖论和相容性问题加上燃料，就爆发成 
大火.结果,全部数学的适当基础，就成了极其严重和普遍关心的 
问题. 


2. 集合论的悖论 

- 紧接在 Cantor 和 Burali-Forti 发现关于序数的悖论之后，又 
出现了一些另外的悖论或谬论.实际上悖论一词是含糊的，因为 
它可能是指一个貌似的矛盾.但是数学家实际上碰到的,都是毫 
无疑问的矛盾.我们先来着看它们是些什么. 

Bertrand Riissell (1872 〜1»70)在 1918年把一、悖论通俗 
化，成为“理发师”样论.一个乡村理发师，自夸无人可与相比，宣 
称他当然不给自己刮脸的人刮脸/但却给所有自己不刮脸的人刮 
m . —天他发生了疑问，他是否应当给自己刮脸.假如他自己刮 
k 的话,则按他声言的前一半,他就不应当给自己刮脸；但是假如 
他自己不刮脸的话,则照他自夸的,他又必须给自己刮脸.这理发 
师陷入了逻辑的宭境. 

还有另一个悖论，是 JulesRfohaxd(186 2 年生)编造的 ' 它 
的一种简•化叙述是由 P. G. Berry# 给出的，并由后者发 

表出来： <9> 这个简化了的#论，也称为 Riohard 悖论，它是这样说 
的： 每一个整数都可用若干个宇母的词描写出来.例如，36这个 
数可以描 写为， thirty-six (三十六)或 four timesnine (四乘九).第 
一种描写用了九个字母，第二种用了十三个字母.描写任一给定 
的数都不止一种方法，但这是无关紧要的.现在把所有的正整数 




分成两组, • 第一组包括所有那些(至少有一种方法 > 可以用不多于 
100个字母描写出来的数，第二组包括所有那些不论怎样描写都 
箱要最少是101个字母的数.用100个或更少的字母只能描写有 
限多个数,因为用不多于 .100 个字母最多只能有27 10 ®个表达式(而 
且其中有些是没有意义的).于是在第二组中就有一个最小的整 
数.它可以用下列词组来 描写: “theleast integer not desoribable 
in one hundred or fewer letters.” (不能用 100 个或更少的字母描 
写出来的最小的整数. >但是这一词组中的字母就少于100个.因 
此，不能用100个或更少的字母描写出来的最小的整数,就用少于 
100个宇母描写出来了. 

我们来看这个悖论的另一种形式，它最先是由 KurtGrelling 
(1886 〜1941〉和 Leonard Nelson (1882 〜 1927) 在 1908年叙述 
的，发表在一个不著名的刊物 <3> 上.有些词是可以描写它们自身 
的.例如， “polysyllabic (多音节的)”这个词就是多音节的.另一 
方面， “monosylUbio (单音节的广这个词却不是单音节的.我们 
称那些 不能描写它们自身的词为异己的 (heterologioal)； 换句话 
说，词I为异己的若2：自身并非 X. 现在我们把 Z 换成“异己 
的”这个词.那么，“异己的”这个词就是异己的，如果异己的不是 
异己的. - 

Cantor 在1890年给 Dedekind 的一封信中曾指出，人们要想 
不陷于矛盾的话，就不能谈论由一切集合所成的集合(第41章第 
9节).实质上这就是11_11的悖论的内容 (《 数学的原理 
Principles of Mathematics ), 1903, p. 101). 由一切人组成的类 
并不是个人.但由一切概念组成的类却是一个 槪念; 由一切图 
书馆组 i 的类是一个图书馆；由一切基数大于1的集合组成的类 
也是这样一个集合.因此，有一些类不是它们自己的元素,而有一 
些则是它们自己的元素.这个对于类的描述,包括了一切类，并且 
(3) Abhandlungen der Friesachen Schule , 2 , 1908, 301 〜 324. 




义,它应当属于汉. 

所有这些悖论的起因，如和 Whitehead 指出的，都 
在于一个要定义的东西是用包含着这个东西在内的一类东西来定 
义的.这种定义也称为说不清的 (impredioative), 特别发生在集 
合论中. Zermelo 在1008年曾指出，一组数的下界的定义，以及 
分析中其它一些概念的定义，都是这种类型的定义.因此经典分 
.析包含着悖论. 

• Cantor 关于实数集合不可数的证明(第41章第7节)也用到 
了这样一个说不淸的集合.假定在所有正整数组成的集合与所有 
实数组成的集合财之间有一个一一对应.而每一个实数又对应 
于一组整数.于是#一个整数&都对应着一个集合 /(A). 而 /(A)；" 

或是包含 A 或是不包含夂命 W 为0有那些使 A 不属于/(幻的 

A 所组成的集合.这个集合及(取某•顺序〉为一个实数.因而， 
按假定的一一对应，就应有一个整数 n 对应于 若 nm 于 N , 
则按汉的定义，它将不属于奶若《不属于汉，则按汉的定义， 
它又应属于及.集合汉的定义是说不清的，这是因为要 A 属于 
N ， 必须且只须在奴中有一个集合 叉使疋 =/( 幻并且 A 木属于 
K . 这样，在定义汉时就用到了一些集合的全体I，它包含着" 
作为元素.这就是说，要定义況，汉必须已经包含在 及中. 

在无意中陷入了㈢进说不淸的定义的陷阱，这是很容易的. 
如定义一切包含多于五个元素的类所组成的类，就定义了一个包 
含它自己的类.同样，一切能用:;十五个或更少的字定义出来的 






集合所组成的类見这句话就是以说不清的方式定 义了夂 

正当 数学家们不但接受了集合论并且还有大部分经典分析的 
时候，这些矛盾动摇了他们.作为逻辑结构，数学已处于一种悲惨 
的境地，数学家们以向往的心情回顾这些矛盾被认识以前的美好 
时代. 


3. 集 合论的公理化 

也许并不奇怪,数学家们首先是求助于把 Cantor 以相当随便 
的方式阐述的、现在所谓的朴素集合论加以公理化.几何与数学 
的公理化曾解决了这些领域中的逻辑问题，似乎公理化也可能澄 
清集合论中的困难.这项工作最先由德国数学家 Ernst Zermelo 
所承担，他相信俘论起因于 Cantor 对集合的槪念未加以限制. 
Cantor 在1895年〜曾把一个集合定义为人们直观_思想中的不 
同事物的一个堆集.这是有些含糊的，所以 Zermelo 希望，淸楚明 
白的公理将会澄淸集合的意义和集合应有的性质. Cantor 自己 
并非不知道他的集合概念是有麻烦的.他在1899年给 Dedekind 
的一封信 (B> 中，曾区别相容的和不相容的集合. Zermelo 认为他 
能够把集合限制为 Cantor 的相容的集合，而这对于数学就足够 
了.他的公理系统 (6> 只包含由公理本身的叙述定义的基本概念 
和关系.在这些概念中有集合本身的观念和集合的属于关系.只 
有公理所提供的集合的性质才可以用.无穷集合的存在，以及集 
合的联合与子集的形成这#的运算，也由公理给出.特别是 
Zermelo 收入了选择公理(第41章第8节). 

Zermelo 的计划是，只准许那些看来不本会产生矛盾的类卑 
入集合论.例如空类，任何一个有限类，以及自然数的类，看来是 



安全的给定 f 一个安全的类,从它所形成的一些类，诸如任何一个 
子类，安全类的联合，以及一个安全类的所有子类所成的类，都应 
是安全类.但是，他排除了求余，因为即使*是一个安全类 ，多的 
余类，即在对象的某个大宇宙中所有的非也未必是安 
全的. 

Abraham A. Fraankel (1891 ~ 1966) (7 > 改进了 Zermelo 所发 
展的集合论， vonNeumann (8> 又加以改革.在 Zermelo-Fraenkel 
系统中,避免棒论的希望寄托在对所容许的集合的类型加以限制， 
而同时又足够用来作为分析的基础.但 von Neumann 的想法又 
略为大胆些.他作了类 (class) 与集合 (set) 的区别.类是大到不能 
包含在别的集合或类中的集合，而集合是限于可作为类的元素的 
类 .. 这样,集合就是安全的类.如 von Nemnann 指出的,导致矛 
盾并非由于承认了类，而是由于把它们当作别的类的元素. 

Zermelo 的形式集合诊，经过 Fraenkel, von Neumann 和他 
人的修改，对于开展可以说是全部经典分析所需要的集合论是适 
当的，而恃论也避免到这种程度，即至今在这个理论之内还未发 
现.然而，公理化集合论的相容性尚未证明.关于这个未解决的 
相容性问题， Poinoar6 评论 说： “为了防备狼，羊群已用篱笆圈起 
来了,但却不知道在圈内有没有狼 . ” 

除开相容性的问题，集合论的公理化还用了选择公理,这是建 
立标准分析，拓扑，和抽象代数的某些部分所需要的.有些数学家 
认为这个公理应该反对，其中有 Hadamard, Lebesgue, Borel 和 
Baire； 而在1904年，当 Zermelo 用它去证明良序定理（第41章 
第8令)时，大量的反对意见涌现在刊物上. w 提出了这个公理是 

(7) Math. Ann. h m, 1921/1922, 230 〜 237,及后来的许多文考•： 

(8) law. fir Math., 154,1925, 219 〜 240,及以后的文章. 




不是根本的,是否与其他公理相独立等问题,并1有一段时期没有 
解决(见第8节). • 

尽管相容性和选择公理的地位这些问祖还未解决，集合论的 
公理化使数学家对于悖论可以放心，并且削 弱了对 基础的兴趣. 
但这时，无疑由于悖论和相容性问睡所激发,关于数学基础的几派 
思想变得活跃而争论起来.这些哲学的提倡者不满意 Zermelo 等 
人所实行的公理方法.有些人反对它， 晕因 为它假定了它所用的 
逻辑，而逻辑本身以及它与数学的关系也正处于研究的阶段中. 
另一些人更为彻底,反对依靠任何种类的<逻辑,特别是把它用于无 
穷集谷.要了解各派思想的论据，我们箱要回頋一下过去. 


4数理逻辑的兴起 

有一种发展曾在集合论公理化中引起新的争论和不满，这种 
发展就是关于逻辑在数_中的地 位的； 它起源于十九世纪逻_ 
教学化.这个发展有它自己的历史. 

在几何论证的符号化甚至机械化中显示出来的代数的成方， 
感动了 Descartes 和 Leibniz 一些人（第13章第8节)，他们两人 
设想了一种比数量的代数更宽产的科学.他们设计了一种一般的 
或抽象的推理科学,它行使起来将有点象通常的代数,但可应用于 
一切领域中的推理.如 Leibniz 在他的一篇文章中所说的，“普遍 
的数学就好比是想象的逻辑，”应能论述“在想象范围内可精密确 
定的一切东西.”用这样的逻辑 W 建立思想的任何大厦，从它的简 
单元素到越趋复杂的结构.这种普遍代数将是逻辑的一部分，并 
且是代数化了的逻辑. Descartes 已经谨慎地开始了去建造翠辑 
的一种代数;这个工作的一个未完成的草稿现在 还寧存 

Leibniz 追索着和 Descartes 相同的宽广目标，开创了一个更 
雄伟的方案.他一生都很注意逻辑，并且很早就神往于中世纪神 



学家 Raymond Lull (1236 〜1315〉的图式. Lull 的书《最大最终 
的艺术 》 {An Magmet 17版 ma) 提出了结合已有的理念去产生新 
理念的朴素的机械方法,但他确实有可应用于7切推理的、关于逻 
辑的普遍科学的概念. Leibniz 离开了经院逻辑和 Lull, 而为一 
种宽广演算的可能性所,激动，这种演算将使人们在一切领域中能 - 
够机械地轻易地去推理. Leibniz 对于他的普遍符号逻辑的计划 
说道，这样一种科学，通常的代数只是它的一小部分，它将只受到 
必须服从形式逻辑的规律的约束.他说，可以称它为“代数逻辑的 
综合 

这种广义的科学首先需要配备一种提供造合于思维的合理的 
普遍语言.概念被分解成为一些原始的不相同的又不相重迭的概 
念，它们可以用一种几乎是机械的方式结合起来.为了防止思想 

失误，他还认为必须利用符号.在这里，代数符号对他思想的影响 

是明显的.他想得到一种能明确表示人们的思想并有助于推理的 

符号语言.这种符号语言正是他的“普遍 的牿征 

1666年 Leibniz 写成他的 〃论组 合的艺术》_,其中包括有他 
对乎推理的普遍系统的早期计划.后来他又写过许_片段，从未 
发表过，但可以在他的哲学著作的版本(看注 10) 中找到.在他的 
最初尝试中，他把每一个原始概念配合上一个质数;由几个原始概 

念所组成的任一概念就表示为相应的质数的乘积.例如，如果3 

代表“人”而7代表“有理性的”，21就代表“有理性的人.”随后他 

想要把通常三段论的法则翻译成为这个样式，但没有成功.有时 

他还想用特殊的符号去代替质数，这时复杂的理念将表示为符号 
的结合.实际上认为原始理念的个数很少，但这被证明 
. ‘错误的.而只$合取 (oorxjmicttoiO 这一个基本运算去结合原始 
理念也是不够的. 











他还开始了真正逻辑代数的工作.在他的代数中， Leibniz 已 
经直接间接地有了这样一些概念,即我们现在所说的逻辑加法，乘 
法，等同，否定，和空集.他还注意到需要研究一些抽象关系，如包 
含,一一对应，多一对应，以及等价关系等.他认识到其中有些具 
有对称和传递的娃质. Leibniz 没有完成这项 工作; 他未能超过彐 
段论的法则，他自己也认识到这是不能包括数学所用到的全部逻 
辑的. Leibniz 曾对 ^Hospital 等人说明过他的想法,但他们未予 
注意.^的逻辑工作直到二十世纪初都未出版，因而很少有直接 
的影响.在十八世纪和十九世纪初，有些人草拟过与 Leibniz 相 
似的计划，但未能比他更前进一步. 

Augustus De Morgan 采取了一种雄心较小却较为有效的办 
法. DeMorgan 发表了《形式逻辑以 1847) 和很多 
文章，其中有几篇发表在 o/ Me Cambridge PhUoso- 

phicd Society^. 他想修正并改进 A^totle 的逻辑.在他的《形 

式逻辑》中，对 Aristotle 的逻辑增加了一条新的原则.在 Aristotle 

的逻辑中，前提“有些 M 是和“有些 M 是是没有结 论的; 并 

且事实上,这种逻辑要求中项必须用作全称的，即必须出现“所 
有的亚”.但是 De Morgan 指出，从 ;< 多数的 M 是和“多数的 
if 是5” 必定可以得出“有些乂是 JT. De Morgan 把这个事实 
表成定量的形式.如果有 m 个 Jlf, 而有《个 M 是4并有6个 
是那么至少有 (a+6 — w) 个/是及 De Morgan 的意见的要 
点 就是： 词项 Orm) 可以是定量的.从而他就能眵引进更多的正‘ 
确允I三段论式.定量化还消去了 Aristotle 逻辑中的一个缺陷.在 
Aristotle 的逻辑中，从“所有的2是孜’可以推出的结论“ 有些/ 
是丑’，蕴含2的存在，但它未必存在. 

De Mongan 还开创了关系逻辑 (logio of relations) 的研究. 
Aristotle 的逻辑主要专注于“是”的关系，并且不是肯定就是否定 
这个关系. De Morgan 指出，这种逻辑不能 证明： 如果马是动物， 






那么马尾巴是动物尾巴.它肯定不能讨论象*爱夕这样的关系. 
De Morgan 引进了讨论关系的符号,但没有把这个论理进行很远. 

: 在符号逻辑领域内, DeMorgari 以现在所谓的 DeMorgan 法 
则而闻名.照他的说法 (u> , —个组 (aggregate) 的反面 (contrary) 
是各个组 （aggregates) 的反面的复合 (compound^ —个复合的反 
_面是各成分 (components) 的反面的组合.这些法则表成逻辑记 
号便是 

l-(*+y) = (l-*)(l-y), ' 
l-»y-(l-®) + (l-y). 

符号方法对于逻辑代数的功绩，重要的一步是 George Boo] e 
(1815 〜 1864) 作的，他基本上是由自学而成为 Cork 皇后学院的数 
学教授. Boole 确信语言的符号化会使逻辑严密.他的《逻辑的数 
学分析》(孙 Analysis of Lo#c) 是与 De Morgan 的《形式 
逻辑》同时出版的，和他的《思维规律的研究》(血 I娜祐 igatianof 
the ^ of Thought, 1864) 这两本书包含着他的主要想法. 

Boole 的办法是着重于外延逻辑 (extensional logio), 即类 
(class) 的逻辑，其中类或集合用 *, !/, …表示，而符号X, 

Z, …则代 表个体元素.用1表示万有类，用0表示空类或零类. 
他用邛 表示两个集合的交（他称这 个声算 为选拔 （eleottoii)), 即 
多与 y 所有共同元素的集合;他还用 *+y 表系 * 中和 y 中所有元 
素的集合.（严格地讲，对于 Bools 加法赛联合只用于不相交的 
集合； W. S. Jevons (1835 〜 1882) 推广了这个概念 .） 至于 * 的补 
则记作1 一*. 更一般地，是由不是 y 的那些 * 所组成的类. 
包含关系，即 * 包含在 y 中，_他写作卿等号表示两个类的同 
一性. 

•Boole 相信，头脑会立即允许我们作一些初等的推理规程，这 
就是逻辑的公理 .例如,矛盾律，即」不能既是 B 又是非5,就是 
(11) Trant. Camb. PhA. Soe., 10, 1858, 173 〜 230. 




公理.它可表示为 


*(1-"«)=0. 

对于头脑，下列关系也是显 然的： 

«y=yx, 

因而交的这个交换性是另一条公理.同样明显的是 性质： 

这条公理背离了通常的代数. Boole 认为可作为公理的运有 
x+y^y+x 
和 

v *(M + «) ^3PU+XV, 

用这些公理就可把排中律说成 

*4 - (1—«) =1； 

就是说，任何东西不是*就是非 *. 每一个 Z 都是 F 就变成 
*(i-y)-o. 没有X是 r 可写成邛★些 x 是 r 表成 
邛 — 0;而有些 x 不是 r 表成*(1一30_0. 

Boole 想从这些公理用公理所许可的规程去导出推理的规律. 
作为平凡的结论，他有 1^ = * 和0^=0.-个稍微复杂一点的 
论证可说明如下.从 . 

*+ ( 1 — ®) =1 

可导出 «[®+(l-aj)]-z.l, 

从而有 sa+sf(l — *)=2. 

于是这类东西就由那些在 ® 中的,和那些在中的东西所组 
成. 

Boole 看到了类的演算可以解释为命题的演算.如果*和女 
不是类而是命厘，那么邱就是 * 和 y 的联合肯定，而 x+y 就‘ * 
或 y 或二者的肯定. *=1 这句话的意思是命題 * 是真的，而 
是说多是假的.1_*意为*的否定.可是 Boole 在他的命题演 
算上并未进行很远. 

De Morgen 和 Boole, 都可以看作是 Aristotle 逻辑的改造 




(1879) 实性蕴涵 (material implication) 的概 念：』 蕴涵5的意思 


是，或者 j 真 B 也真，或者 j 假而五真，或者 JL 假 B 也假.蕴涵 
的这种解释，对于数理逻辑更为合适. Frege 也研究了关系逻辑； 


例如， a 大于6所说的顺序关系,在他的工在中就是重要的. 











构造.不幸， Frege 的符号对数学家说来是太复杂而又生疏.他 
的工作直到被 R_ll 发现以前，实际上人们都不大知道.很有 
讽趣的是，正当《算术的基本法则》第二卷要付印的时候，他接到 
Russell 的一封信, R_U 把集合论的悖论告诉了他. Frege 便在 
卷2的结尾 (p. 253) 说： “一个科学家不会碰到比这更难堪的事情 
了，即在工作完成的时候它的基础垮掉了.当这部著作只等付印 
的时候， Bertrand Russell 先生的一封信就使我处于这种境地 


S . 逻辑派 

关于数学基础的工作，我们已经讲到集合论的公理化提供了 
—个基础,它避开了已知的悖论,却仍可以作为现有数学的逻辑依 
据.我们曾指出，很多数学家对这种办法并不满意.大家都承认， 
实数系和集合论的无矛盾性是尚待证 明的； 相容性已不再是一件 
小事情了.选择公理的使用就有争论.除去这些向题，还有一个 
总的疑问，就是数学的妥善的基础究竟是什么.十九世纪末的公 
理化运动的集合论的公理化，假定了数学所用的逻辑是没有问题 
的，是以此为根据来进行的.但是在二十世纪初，就有了不再同意 
这个前提的几派思想.以 Frege 为首的一派，要重建逻辑，并把数 
学建立在逻辑上.这个计划，如已爱指出的，由于矛盾的出现而 
受到挫折，•但并未被放弃.事实上， Bertrand Russell 和 Aefred 
North "Whitehead 曾独立地设想过,并且施行了这个计划. Hilbert 
已感到需要确立相容性，开始阐述了他自己的有系统的数学基础. 
还有另一群数学家，称为直观主义者，不满意于十九世纪在分析中 
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所引进的概念和证明.这些人坚持这样一种哲学见解，不但与分 
析的方法论不能调和，而且对于逻辑的作用也提出疑问.这几种 
哲学的发蜾乃是数学基础中的主要事迹，其结杲是揭开了关于数 
学本性的整个问題.这三个主要的思想派别的每一个，我们都要 
考察一下. 

其中的第一个称为逻辑派 (logistic SOhQQl), 其哲学称为逻辑 
主义.创立人是和 Whitehead. .他们与 Frege 独立无关 
地抱有这样的想法，即数学可以从逻辑推导出来，因而是逻辑的一 
种展延 (extension). 其基本思想， Russell 在他的《数学的原理》 
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是人”.两个命题 P 和？的析取，记作是指 P 或 t 这里 
“或”的意思正如“男人或女人皆可申请”这句话中所说的.就是 
说，男人可以 申请; 女人可以 申请; 并且都可以申请.在“人必为男 
的或女的”这句话中，“或”具有更通常的意义，就是说非此即彼而 
不能两全.在数学中是按第 T 个意思来用“或”这个词的，虽然有 
时只有第二个意思是可能的.例如，“三角形为等腰的或四边形为 
平行四边形”说的是第一个意思.我 们华说 一个数必为正的或负 
的.而关于芷数和负数的一些事实说明二者不能都是真的.因此， 
肯定 3>Vg 就是指 p 并且并且 ？， 以及 P 并且〜 (7. 

在命题之间最重要的一种关系是蕴涵 (implication), 即一个 

命题的真强制着另一个的真.在《原理》中，蕴涵， P^>g , 定义为 

Sq， 它的意思是指〜 P 并且并且？，或〜 P 并且.作 
为说明，我们来看这个 蕴涵： 若工是人，则:X：有死.这里的情况 
可有 ' 

Z 不是人并且 Z 有死； 

Z 是人并且X有死； 

Z 不是人并且 Z 没有死. 

这些可能都是容许的.蕴涵所排除的乃是 
X是人并 且工没 有死. 

在《原理》中有几个公 设是： 

(a) 一个真的基本命题所蕴涵的命题是真的. 

(b) (2>Vp)=>l>. 

(o) ? r>(pV?). 

(d) (j ， v^)=>(gVp). 

Ce)*li)V(gVr)]=>C?V(pVr)]. 

(f) 由的肯定和的肯卑可得 9 的 肯定. 

这些公设的独立性和无矛盾性是不能证明的；因为通常的方 
法不适用.作者们从这些公设出发推导出逻辑的定理，并且终 T 





导出算术和分析.通常的 Aristotle 的三段论法则则作为定理出 
现. 

为说明逻辑本身已经形式化，并 成为演 绎的，我们来看一下 
« 原理* 开头的几个 定理： 

2.01 (20 〜 p) 13〜乳 

这就是“归谬”原理.用话来说，若2>这个假设蕴涵着？)是假 
的，则 P 就是假的. 

2.05 [^Z3r] 3 E(pz>g) ^ Cy3r)]. 

这是三段论的一种形式.用话来说，如果 g 蓮涵 r, 那末就 
有： 若少蕴涵 g, 则 P 蕴涵 r. 

2.11 yV-2). 、 

这就是排 中律： 2> 是真的或是假的. 

2.12 〜（〜 P). 

用话来说，: P 蕴涵着非假的. 

2.16 (20g)；3(~50〜p). 

若？蕴涵 g, 则非？蕴涵非 2>. 

命题是达到命题函数的一个步骤，命题函数是用性质来论述 
集合，而不用把集合中的东西指点出来.“*是红的”.这个命翅函 
数,就差示由所有红的东西所组成的集合. 

如果一个集合的元素都是单个的东西，那末适用于这些元素 
的命鼷函数就说是层次 (type) 为0的.如果一个集合的元素本身 
就是命题函数，那末适用于这些元素的命题函数就说是层次为1 
的.一般地，变置的层次小于和等于》的命题函数，其层次为 
«+ 1 . ' 

层次论是想要避免这样的悖论，它的产生是由于一堆东西包 
-含着一个元素，而这个元素只能用这个堆来定义. Russell 和 
Whitehead 对这个困难的解决是要求“任何牵涉着一个集合的所 
: 有元素的东西，都不能成为这个集合的元素为要在《原理》中贯 



彻这个制约，他们申明,一个(逻辑)函数不能用由这个函数本身定 
义的东西作为变元.他们接着讨论了悖论，并说明层次论把梓论 
避开了. , 

但是，层次论引到一类语句，它们需要细致地按层次加以区 
别.要想挟照层次论来建立数学，开展起来将极为复杂.例如，在 
« 原理》 中，两个东西《和6是相等的，如果对每个 性质尸 (*), 

P ⑷和 ⑻都是等价的命题 (釋 一个蕴涵另一个).按照层次论， 

P 可以有不同的层次，因为它可以包含木同阶数的变元以及单个 
的东西《或6,因而相等的定义必须适用于 P 的所有层次；换句 
话说，相等的关系有无穷多个，对每一层次的性质都有一个.同 
样，由 Dedekind 分割所定义的无理数，其层次分明比有理数要高， 
而有理数的层次又比自然数的髙，因此连续统是由不同层次的数 
组成的.为了避免这种复杂性， Russell 和 Whitehead 引进了约 
化公理 (axiom ofrednoibility), 它对任何层次的一个命题函数都 
确认存在着一个等价的层次为0的命题函数. 

名论述了命题函七以后，两位作者就讲到类的理论.粗略地 
讲,一个类 (olass) 就是由满足某个命题函数的东西所组成的集合. 
而关系 (relation) 则表现为满足二元命题函数的偶 （oqiiple) 所成 
的类.这样,％审査3/”就表示一个关系.作者是准备在这个基础_ 
上来引进基数的概念的. 

基数 (cardinal number) 的定义是很有意思的.它的根据是 
先前引进过的类与类之间的一一对应关系.处在一一对应中的两 
个类,称为相似的.相似关系分明是自反的，对称的，并且是传递 
的.所有相似的类都具有一个 共同的 性质，这就是它们的数目 • 
可是，相似的类可能具有多个共同的性质. RusseU 和 Whitehead 
在这一点上所作的，正如 Frege 作过的，是把一个类的数目定义 
为所有与它相似的类所组成的类.这样，3这个数甘就是所有的 
三元类所组成的类，而三元类的记号是 {*, 趴玲，其中料 J /私 





因为数目的定义事先假定了一一对应的槪念，看起来这个定义似 
乎是循环的^但是作者指出，一个关系是一一的,如果当 * 和V都 
对 y 有这个 i 系时，$与¥必是恒 同的； 而当*对梦和〆都有这 
个关系时 y 与V必是恒同的.因此，一一对应的概念并未牵涉到 
数目 1. 

有了基数或自然数以后，就能建立起实数系和复数系，函数， 
以及全部分析.几何可以、通过数来引进.虽然《原理》在细节£有 
所不同，但我们对数系的和几何的基础的考察(第41和42章)都 
表明，这样的构造在逻辑上是可能的，不箱要另外的公理. 

这就是逻辑派的宏大计划.他们在逻辑上的工#有很多可说 
的，我们在这.里只是一提而过.我们必须着重 竿出， 他们在数学上 
的工作，就是要把数学莫基在逻辑上.不需要&何的数学公理;数 
学不过是逻辑的主题和规律的自然延展.但是逻辑的公设和它们 
所有的推论是任意的，而且还是形式的.就是说，它们是没有内容 
的;它们只有形式.结果，数学也就没有内容只有形式了.我们对 
数和几何概念所给予的物理意义并不属于数学.正 是这神 思想使 
Russell 说道：数学是这样一门学科，在其中我扪永远不会知道我 
们所讲的是什么，也不会知潭我们所说的是不是真的.实际上，当 
Rnssell 在这世纪初开始这个计划的时候，他（以及 Frege) 曾以为 
逻辑的公理都是真的.但在《数学的原理》 {Principles of M<ahe- 
^tics) 1937 年的版本中,他放弃了这个看法. 

逻辑派的作法受到了很多批评.约化公理激起了反对，因为 
它太任意了.它曾瓷被说成是可喜的意外的，而不是逻辑所必需 
的.有人说，在数学中不能容许这个公理，只有用它才能证明的东 
西根本就不能认为是被证明了的.另外一些人说，这个公理是智 



对整个逻辑派的现点，还有一种严重的批评.就 是:假 如逻辑 
派的看法是正确的,那末全部数学就是一门纯形式的、逻辑演绎的 
科学，它的定理可以从思维的规律得出;而思维輝律的演绎的精致 
工作，怎么能够表现象声学，电磁学和力学这样广泛的自然现象， 
却没有解释.还有，在数学的创造中,必须由知觉的或想象的直观 
提供新概念，这是不是来自经验呢？不然的话，新的知识怎么_产 
生呢？ 但是，在《原理》中，所有的概念都化成为逻辑的了. 

逆辑派设计的形式化，在任何真正的意义上都显然没有表现 
数学.它给我们显示外壳而不是内核.： Poinoar6 曾讥讽地说过 
(见 FomdaHonsof p. 483), 〃逻辑派的理论并非不毛之 

-地；它生长矛盾.”若是承认了层次论,就不能这样讲了,但是这种 
层次论，正如已指出过的，是人 为如. Weyl 也攻击过逻辑主义； 
他说，这个复杂的结构“对我们信仰力 ft 的压制，不下于早期教会 
神父和中世纪经院哲学家的教条 . ” 

尽管有这些批评，逻铒派的哲学还是被不少数学家承认了 • 
这个 Russell-Whitehead 构造在另一方面也作出了贡献，它以完 
全符号的形式实现了逻辑的彻底的公理化，从而大大地推进了数 
理逻辑这门学科. 


6.直 观派 

一群被称为直观主义者(^^«抛 001 袖)的数学家，对数学采取 
了根本不同的研究 途径. 与逻辑主义的情况一样，直观主义学 
是在十九世纪末创立的,当时的主要活动是数系和几何的严密化 • 
悖论的发现刺激了它的逬一步发展/ 

第 -7 个直观主义者是 Kroneoker, 他在1870年代和80年代 
中发表了他的看法. Kroneoker 认为， "Weierstraas 的严密性含有 
不能接受的概念，而 Cantor 关于超限数和集合论的工作不是数学 



而是神秘主义. Kroneoker 情愿接受整数，因为它们在直 观上是 
清楚的.它们“是神造的.”其它的东西都是人造的，是可疑的.他 
在1887年的文章《论数的概念以 ijbwdeiiZahlbegriff) ⑽中，表 
明了某种 类型# 数，如分数，可以用整数定义出来.这样定义的 
分数被认为是 1种方便的写法.他想砍掉无理数和连续函数的理 
论.他的理想是，分析中的每个定理都应当可以解释为，它们给出 
只限于整数中间的关系. 

Kroneoker 对数学很多部分的另一个反对意见是，它们没有 
给出构造方法或判断准则，可用有限步骤去确定它们所研究的对 
象.定义应当包括由有限步驟所定义的对象的计箅方法，而存在 
性的证明对于要确立其存在的那个量，应当许可计算到任意的精 
确度.代数学家愿意说，一个多项式 /(*) 若有有理因子，就是可 
约的；在相反的情形，躭是不可约的.在他的纪念文章《代数童的 
一种算术理论之基础》 (Gmndzuge einer arithmetisohen Theorie 
der algebraisohen GiSssen) ⑽中， Kroneoker 说道： “可约的定义 
是没有可靠的基础的,除非给定了一个方法,用它可以断定一个函 
数是否可约的 

还有，虽然无理数的几种理论都对两个实数《和&相等，成 
«>6,或6>«，给出了定义，但它们都未给出在已知情况中去确定 
骤一个成立的判別法.因此， Kroneoker 反对这样的定义，认为 
它们仅仅是 i 面上的定义.他对无_理数的整个理论都不满意. 
Lmdemann 证明了是超越数，有一天他对 Lindemann 说，“你 
对于 ® 的美丽的研讨有什么用处？无理数是不存在的，为什么要 
研究这种问題呢?” 

除去批评对于仅仅确立了存在的那些量还缺；确定它们的构 
造程序以外， Krcmeotor 本人很少去开展直观主义哲学.他曾尝 



试重建代数，但未致力于重造分析. Kroneoker 在算术和代数上 
作了美好的工作，但并不符合他自己的要求，正如 Poinoart 所说 
的 <14> : 他一时忘记了他自己的哲学. 

在 Krcmeoker 那个时代，没有人支持他的哲学，将近二十五 
年中没有人探索他的思想.可是，在发现了悖论以后，直观主'叉却 
复活了，并且成了广泛的认真的运动.第二个强有力的倡导者是 
Poinoar6. 已经提到过，他因为集合论产生了悖论就反对集合论. 
他也不承认逻辑派挽救数学的计划.他嘲笑把数学奠基在逻辑上 
的企图，理由是数学将化为无限的同义反复.他还挖苦(在他看来 
是）高度人为的数的推导.例如《原理》中把1定义为斜3心《_ 

Poincare 嘲讽地说，这对于从未听说过数目1的人来说，是 
一个令人赞叹的定义. 

Poinoar6 在他的《科学与方法》(见 Fmmdationtof Science, p. 
480) 中宣称， 

逻辑主义必须加以修正，而人们一点也不知道还有什么 
东西可以保留下来.毋需多说，这指的是 Oantor 主义和 
逻辑 主义; 其正的数学，总有它实用的目的，它会按照它 
自己的原则不断地发展，而不理会外面狂烈的风暴,并且 
它将一步一步地去追寻它愤常的胜利,这是一定的,并且 
永远不会停止. 

PoinoarS 反对那种不能用有限个词来定义的概念.例如，按 
选择公理选出来的一个集合，如果是从超限数个集合的每一个都 
需要作选取的话，那它就不是真正被定义了的.他还争辩说，算术 
是不能由公理基础来判明它是正确的.我们的直观是先于这样一 
个结构的.尤其是数学归纳法,它是一种基本的直观，不只是公理 
系统中的一条有用的公理.与 Kroneoker —样，他坚持所有的定 



定义，这个东西是一些堆或集合，其中就包含所要定义的那个东 
西.如所有的集合所组成的集合卓就包括 A 但 j 是不能定义 
的,除非 A 的每个 元素& 已有了 定义; 而若4也是一个元素,则定 
义就成为循环的了.这种说不淸的定义的另一个例子，是把定义 
在一 个闭区间上的连续函数的极大值 (maximum value), 定义为 
函数在这个区间上的最大值 (greatest value). 这样的定义在分析 
中是常见的,尤其是在集合论中. 

在 Borel, Baire, Hadamard 和 Lebe^ue 中间往来的信件 

中 <1B> , 展开并讨论了对现时数学的逻辑状况的进一步批评. Borel 

支持 Poin 0ar 6 关于整数不能以公理为基础的论断.他也批评选 

择公理,因为它需要作不可数的无穷个选择,这对于直观讲来是不 

可理解的. Hadamard 和 Lebesgue 走得更远，宣称，即使是可数 
无穷个相继的选择，也并木更直观一些，因为它需要无穷个运算， 
而这不可能被认为是确实可行的/ Lebesgne 认为困难全在于，当 
人们说到某个数学对象存在的时候，要知道它的含意是什么.在 
选择公理的情形,他争论说,如果人们仅仅是“设想”了一个选择的 
方法,那末在推理的过程中这个选择法就不会改 变吗? 即使是在一 

个集合中选出一个东西来， Lebesgue 坚持说，也有同样的困难. 

因为我们必须知道这个东西是“存在 ”的； 这就是说，我们必须把选 

取的东西明确地指出来.这样， Lebesgue 就驳斥了 Cantor 关于 
超越数存在的证明. Hadamard. 指出， Lebesgue 的反对意见将导 
致否定所有实数组成的集合的存在，而 Borel 也得出完全相同的 
结论. 

上述直观主义者所持的反对意见，都是零散的、片断的.近代 
直观主义的系统的创立者是 Brouwer.^ Kroneoker 一样,他的许 













多数学工作，尤其是在拓扑方面，并不符合他的哲学，但是毫 
无疑问，他的见解是重要的. Brouwer 从他的博士论文 
Fowndatims of Mathmnatia, 1907) M, 就开始璋立直观的哲学 •- 
自从1918年以后，他就在各种期刊上写文章来申张论述他的看 
法,包掊 1925年和 1926年的 Mathematische Annden. 

Brouwer 的直观主义观卑起源于一种广泛的哲学. Brouwer 
认为，基本的直观是按时间顺序出现的感觉.“当时间进程所造成 
的贰性 (twoness) 的本体 (subject), 从所有的特殊显象中抽象出来 
的时候，就产生了数学.所有这些贰性的共同内容所留下来的空 
洞形式1>到《+1的关系]就变成数学的原始直观，并且由无限反 
复而造成新的数学对象例如，由无限反复，头脑就形成了一个接 
一个的自然数的概念. Kant, William R. Hamilton ( 在他的《作 
为时间科学的 代数* 中)，以及哲学家 Arthur Sohopenliauer 都曾 
经主张整数导源于时间的直观这种思想. 

Bnmwer 把数学思维理解为一种构造性的程序，它建造自己 
的世界，与我们经验的世界无关，有点象是自由设计，只受到应以 
基本数学直观为基础的限制.这个基本直观的概念，不能设想为 
象公设理论中那种不定义的概念，而应设舉为某种东西，用它就可 
以对于出现在各种数学系统中的不定义的概念,作直观上的理解， 
只要它们在数学思维中是确实有用的. 

Brouwer 坚持认为,“数学的基础只可能建立在这个构造性的 
程序上，它必须细心地注意有哪些论点是直观所容许的，哪些不 
是数学概念嵌进 A 们的头脑是先于语言、逻辑和饺验的.决定 
概念的正确性和可接受性的，是直观,而不是经验和逻辑..当然必 
须记住，这些关于经验的作用的言论，是在哲学的意义上，罗不是 
在历史的意义上来讲的. 

对于 Bwmwer, 数学的对象是从理智底构造得来的，其中基 
本的数目1, 2, 3,…提供了这种构造的 原型. 从到这一 


IV ai 2 第 51 聿数学基础 

步骒的空洞形式的无限反复的可能性，导致无穷集合.但是， 
Brouwer 的无穷是 Aristotle 的潜无穷；而近代数学，如 Cantor 所 
莫定的,则广泛地运用实无穷的集合,它们的元素是“一下子”就都 
出现了. • 

属于直观派 (intuitionist school) 的 Weyl, 在联系到无穷集合 
的直观主义的概念时，说 道： 

……数目的序列，它会增长超过任何一个巳经达到的阶 


段……，它是一簇开向无穷的可能性；它永远是处于创造 
的状态中，并不是一个本来就存在着的封闭王国.我们 
盲目地把一个转换成另一个，这才是我们的困难(包括那 



事物的语言，是属于因果世界的，而不属于数学.词或词语的连结 
是用来交流真理的.语言用符号和声音来引起人们头脑中思想的 
摹本.■但是思维永远不可能完全符号化.这些话对于数学语言， 
包括符号语言在内，也是对的.敗学思想是独立于它的语言外衣 
的,而事实上要比它丰富得多. 

逻辑是厲于语言的.它提供一套法则，用以导出更多的词语 
连接，这也是为了交流真理的.但是,这些真理在它们还没有被经 
验时并不是真理，也不能保证它们是能够被经验到的.逻辑并不 


〖 地不能推导出来.逻辑的原则是在语言中归纳地观察到的规律 
：. 它们是运用语言的一种手段，或者说，它们是语言的表现理 








论.数学中最重要的进展都不是由于要把逻辑形式完美化而得到 
的，而是由于基本理论本身的变芋.是逻辑依靠数学，而不是数学 
依靠逻辑. 

因为 Brouker 不承认任何先验的不可违反的逻辑原则，他就 
不承认从公理推出结论的_种数学工作.数学并不是非遵从逻辑 
的规律不可，由于这个原因，悖论并不要紧，纵然是我们接受了这 
些悖论所纠缠着的数学概念和构造也不要紧.当然，如我们将要 
看到的，直观主义者是不会全部接受这些概念和证 
这样阐述逻辑的 作用： 

按照他的 [Brouwer 的]看法和历史的研究，经典逻辑是 
.从有限集合和它们4子集的数学抽象出来的 ..•….人们 
备记了这个有限的来源，后来就错误地把逻辑看作是高 
于并且先于全部数学的某种东西，而终于没有根据地把 
它应用到无穷集合的数学上去了.这就是集合论的堕落 
和原罪，它正因此而受到自相矛盾的惩罚.使人惊奇的 

并不是这种矛盾的暴露> 而是它在事情发展到这样晚的 

阶段才暴露出来. 

在逻辑领域里有些事是清楚的，直现上可以接受的逻辑原则 

或程序，可以用来从旧的定理去断定新的定理.这些原则是基本 

澉学直观的一部分.可是，并非所有的逻辑原则对于基本直观都 

是可接受的，对于自从 Aristotle 以来就一直被承认了的东西，必 

须持批判的态度.因为数学家们把迻些 Aristotle 的规律用得很 
随便，他们就招致自相矛盾.所以，直观主义者就去分析，有哪些 
逻辑原则是可 以容许 的，以使通常的逻辑符合于正确的直观,并且 
把它恰当地表示出来. 

作为逻辑原则被用得太随便了的一个独特的例子， Brouwer 









举出 了书卩 中律.这条原则是，它肯定每一句有意义的话不是真的 
就是假的，它是间接证明方法的根本.在历史上它起源于推理在 

有穷集合的子集上的应用，并且是由此抽象出来的.后来它就被 

认为是一条独立的先验的原则，并且没有根据地应用到无穷集合 

上去了.对于有穷集合，可以用逐个检査的办法来断定，是否所有 
的元素都具有某一性质 P, 但是这个办法对于无穷集合就不再是 
可能的了.人们可能碰巧知道无穷集合的某个元素没有这个性 

质,、也可能由集合的构造就能知道，或能够证明，它的每一个元素 

都具有这个性质.无论如何，总不能用排中律来证明这个性质是 

成立的. 

因此，如果有人证明了，在某个无穷集合中，并不是所有的元 
素都具有某一性质，那末 Brouwer 就反对要由此作结论说，至少 
有二个元素没有这个性质.这样，从否定/-沪对所有的数都成 
立，直观主义者就不作这样的结论,说存在 o 和6使 aW. 结果， 
很多存在性的证明都不为直观主义者所接受.排中律可以用于这 
样的情形，其中的结论可以经过有限个步骤达到.例如，来断定一 
.本书是否包含印刷错误的问题.在另外一些情形，直观主义者否 
认断定的可能性. 、 

对排中律的否认，产生了新的可能性一不可断定的命题. 
对于无穷集合，直观主义者主张还有第三种状况，即可以有这样的 
命題，既不是可以证明的，也不是不可以证明的.作为这种命题的 
一个例子，我们定义兀在十进位展开中的第&个位置为第一个零 
的位置，在它的后面跟着1, …， 9这些数. Aristotle 的逻辑说， jfe 
或者存在或者不存在，而数学家就跟着 Aristotle 在这两种可能性 
的基础上去进行论证. Bnrawer 就反对所有这样的论证，因为我 
们并不知道我们是否能够证明，它或者存在或者不存在.因而所 
有关于数目々的推理都为直观主义者所 排斥. 这样就有了明明白 
白的数学问题,它们在数学公理条文的基础上,是永远得不到解决 








的.这种问超对于我们来说,似乎是可以断定的;但是我们所以期 
望它们必能断定的裉据,实际上只不过是它们牵涉着数学的概念. 

对于直观主义者认为在数学探讨中是合法的概念，他们坚持 
要有构造性的定义.对于 Brouwer, 以及所有的直观主义者，说无 
穷是存在的，它的意思就是说,人们总可以找到一个有穷的集合大 
于给定的一个.要讨论任何其它类型的无穷，直观主义者就要求 
给出构造的方法或有限个步骤的定义.这样， Brouwer 就排斥 f 
集合论中的集合 (aggregates). 

可构造性的要求是另一个根据，用以排斥任何这样的概念，其 
存在是由间接推理来确立的，即其论证是由不存在导出矛盾.即 
使不考虑这种存在性的证明要用到应该反对的排中律这一点，直 
现主义者对于这种证明还是不能满意，因为他们对于要确立其存 
在的那个对象要求一个构造性的定义.这个构造性的定义必须由 
有限个步骤可以确定到任何需要的精确度. Eiwlid 关于存在无 
限多个质数的证明（第4聿第7节)就不是构造性的；它没有提供 
确定第《个质数的方法.因而是不能接受的.还有，如果人们只 
是证明了 满足® *+纩=*•的整数*，仏2和 n 的存在，直观主义者 
•就不会接受这个证明.另一方面，质数的定义是构造性的,因为它 
可以用来以有限个步骤去确定一个数是否为质数.坚持构揸性的 
定义，尤其适用于无穷集合.由选择公理用于无穷多个集合而造 
成的巢合，是不能接受的. 

Weyl 曾对于非构造性的存在证明说过 (PhUcmphy of 
Mathematics and Natural Science , p . 51), 他们对世人宣称，有某一 
个珍宝是存在的，但是没有泄露它在什么地方.通过公设法作出 
的证明，不能代替构造而不失掉它的意义和价值.他还指出，主 
张直观主义哲学，就意味着要放弃经典分析的存在性定理，例如 
Weierstrass-Bolzano 定理.一个有界的单调的实数集合不必有 
一个极限.对于直观主义者，如果一个实变函数按照他们的意思 





是存在的，那么稂据这个事实它就是连续的.超限归纳法及其在 
分析上的应用，以及 Cantor 理论的大萍分，都被彻底地谴责了. 
分析， "Weyl 说,是_立在沙滩上. 

ferouwer 和他的学派并不局限于批判,他们曾力图在他们所 
接受的构造的基础上去建立一种新的数学.他们已经成功地把微 
积分带着它的极限程序拯救出来了,但是他们的构造是很复杂的. 
他们还重新构造了代数和几何的初等部分.和 Kroneoker 不同， 
Weyl 和 Brouwer 承认几种无理数.显然，直观主义者的数学根 
本不同于数学家们在1900年以前几乎普遍接受的数学. 


7.形式派 

数学的第三种主要的哲学，称为形式派 (formalist school), 它 
的领导人是 Hilbert. 他从1904年开始从亊于这种哲学工作.他 
在那时的动机是,给敢系提供一个不用集合论的基础,并且确立算 
术的相容性.因为他自己对于几何的相容性的证明已约化成算术 
的相齊性，算术的相容性就成了一个没有解决的关键性问题.他 
还曾企图去战胜 Kroneoker 的必须抛掉无理数的论点. Hilbert 
接受了实无穷并且称赞了 Oantor 的工作（第41章第9节).他想 
要保住无穷,保住纯粹存在性的证明，以及象最小上界这样一些概 
念,其定义似乎是循环的. 

在1904 年盼国 际数学会议上 Hilbert 提出一篇文章论述 
他的现点.有十五年他都没有再做这个题目;后来，由于要回答直 
观主义者对经典分析的批评,他才开始研究基础问题，并且在他后 
来的科学事亚中一直继续这方面的 工作. 他在本世纪二十年代发^ 
表了几篇关键性的文章.他的观点逐渐地获得一些人的支持. 

邙 7) Proe. Third Internal. Congress of Math., Heidelberg, 1904,174~185=Gr«nd- 

lagender G_” 7 版， 247 〜 261; 英译在 Monist, 15,1905, 338 〜 352. 



他们成熟的哲学包含着很多学说.与这种新娜向一致,即数学 
的任何基础都必须注意到逻辑的作用，形式派主张逻辑必须和数 
学同时加以研究.数学有好些个郁门，每一部门都有它自己的公 
理基础.它必定包含着逻辑的和数学的概念与原则.逻辑是一种 
记号语言,它把数学的语句表达成公式,并且用形式的程序表示推 
理.公理仅仅表示从公式得到公式的法则.所有的记号和运算符 
号在内容上都与它们的意义无关.这样，所有的含义都从数学符 
号上消除了. 在他的1926年的文章㈣中说，数学思维的 

对象就是符号本身.符号就是本质；它们并不代表理想的物理对 

象.公式可能蕴涵着直观上有意义的叙述，但是这些涵意并不属 

于数学. 

Hilbert 把排中律保留下来,因为分析需要它.他说, (10> “禁止 
数学家用排中律，就象禁止禾文学家用望远镜或拳师用拳一样 

因为数学只讨论符号的表达式,全部 Aristotle 逻辑的法则都可议 

用在这些形式表达式上.在这个新的意义上，无穷集合的数学是 
可能的.还有， Hilbert 希望,避免公开使用“一切 (all)” 这个词就 
可以避免悖论. 

要用公式去表示逻辑的公理， Hilbert 引进了一组符号，来代 
表这样一些概念和关系，如“并且 （and)”， “或者 （or)”， “否定 
(negatton)”， “存在 (there existe)” 等等.碰巧逻辑演算(符号逻. 
辑)已经被发展了(为了别的目的)，因而 Hilbert 说，他手头上已 
经有了他需要的东西.所有上述的符号都是构造理想表达式（即 
公式)的鈐块. 

为着处理无穷，除了通常的没有争议的公理外， Hilbert 甩到 
超限公理 
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他说它的意 思是： 若谓词2适合于标准对象它就适合于每 
一个对象 a. 例如,假使义代表腐败，如果 Aristides the Just (* 
希腊大政治家 Aristides, 被尊称为 the Just ) 是标准的并且是腐 
败的，那末每个人都是腐败的. 

数学证明是由这样的程序组 成的： 肯定一个 公式； 肯定这个 
公式蕴涵着另一个 公式； 肯定这第二个公式.一系列这样的步骤， 
其中所肯定的公式或蕴涵关系都是前面的公理或结论，这就构成 
了一个定理的证明.还有一个许可的运算，就是用一个符夸去替 
换另一个或一组符号.这样，公式的推导就是，把操作符号的法则 
运用于以前已经建立了的公式上去. 

一个命题是真的，必须且只须它是这样一串命题的最后一个， 
其中每一个命题，或者是形式系统的一条公理，或者是由一条推导 
法则所导出的命题.每个人都可以验证，一个给定的命题是不是 
可以由一串适当的命睡得出来.这样，按照形式主义的观 k, 真理 
和严密就是确定的和客观的. 

于是对于形式主义者来说,数学本身就是一堆形式系统，各自 
建立自己的逻辑，同时建立自己的 数学； 各有自己的概念，自己的 
公理，自己的推导定理的法则(如关于相等和替代的法则)，以及自 
己的定理.把这些演绎系统的每一个都开展起来，就是数学的任 












Paul Bernays(1888 〜)，和 von Neumann 在 1920 〜 30 年间逐 
步地开展了所谓的 Hilbert 的 Beweistheorie [证明论]或元数学 
(meta-mathematios) ,这是确立任何形式系统的相容性的一个方 
法. Hilbert 提议，在元数学中要用一种特殊的逻辑，它应该是基 
本的，并且是没有异议的.它使用一种苷遍承认的具体而有限的 
推理,很接近于直观主义的原则.不使用那些有争议的原则,诸如 
由矛盾去证明存在，超限归纳,以及选择公理.存在性证明必须是 
构造性的，因为一个形式系统可以是没有尽头的，元数学必须接 
纳这样一些概念和向题，它们牵连着至少是潜无穷的系统.但是， 
只能使用有限性的证明方法.不能涉及到公式的无穷多个结构性 
质或无穷多个公式搡作. 

/现在大部分经典数学的相容性，都能够化归到自然数的算术 
(数论)的无矛盾性，犹如这个理论大都概括在 Peano 公 理中； 或 
者化归到一种相当丰富的集合论，足以给出 Pea n0 公理. 因此， 
自然数的算术的无矛盾性就成了注意的中心. . ' 

Hilbert 和他的学派，确实证明了一些简单形式系统的无矛盾 
性，并且他们相信他们就将实现证明算术和集合论的无矛盾性这 
个目标了. 他在* 论无限>(执—文 (20> 中说道， 

在几何学和物理理论中，无矛盾性的证明是通过把它化 
归到算术的无矛盾性来完成的.这个方法明显地不能用 
于对算术本身的证明.因为我们的证明论……使得这最 
后一步成•为可能，它就构成数学结构的不可缺少的基石. 
而尤其值得注意的是，我们己经受过两次事件——首先 
是在微积分的悖论中，后来是在集合论的悖论中 —— 在 
数学的领域中不会再发生了. 

(20) Math,Am.,95, 1926, 161~190^6rundlaffen der Geometric, 第 7 版，262〜 288. 

英译见于 Paul Benacerraf and Hilary Putnam: Philotoshy oj Mathematics, 

Prentice-HaU, 1964. 





但是随后 Kflrt-Gadel(1906 〜 1976) 上场了. Godel 的第一篇 
主要文章是《论数学原理 (Prinoipia Mathematioa) —书中的形式 
上不可断定的命题以及有关系统 I»(Ub©r formal unentsoheidbare 

Satze der Principia Mathematica rmd verwandter Systems I) (21) . 

在这里 Godel 证明了，包含着通常逻辑和数论的一个系统的无+ 
盾性是不可能确立的，如果人们只限于运用在数论系统中•可以形 
式表出的概念和方法.实际这就是说，数论的相容性用元数学所 
容许的狭义逻辑是不可能确立的.对于这个结果, Weyl 说 道：上 
帝是存在的,因为数学没有矛盾；魔鬼也是存在的,因为我们不能 
证明这无 f 盾性. 

上述 Godel 的结果，是他的更为搶人的结果的一个推论.这 
个主要结果 (GSdel 的不完备性定理 (incompleteness theorem)) 说^ 
的是，如果一个足以容纳数论的形式理论 r 是无矛盾的，并且算 
术的形式系统的公理都是 r 的公理或定理，那末 T 就是不完备 
的.这就是说，有这样一个数论的语句尽使 S 和非 S 都不是这 
个理论的一个定理.因为汉或非 S 总有一个是真的；于是就有了 
一个数论的语句，它是真的又是不可证明的.这个结果适用于 
Russell-Whitehead 系统, Zermelo-Fraenkel 系统,以及 Hilbert 的 
数论公理化.这是有点讽刺意味的， Hilbert 在1928年波隆那 
(Bologna) 国际数学会上的讲话中(看注 22) 曾$评过先前通过范 
畴性作出的完备性的证明，而他很确信自己的系统是完备的.•实 
际上这些先前的证明牵涉到包含着自然数的系统，它们被承认为 
正确的,仅仅是因为集合论还没有被公理化,是在朴素的基础上使 
用的. 

不完备性的不足之处躭在于，形式系统还不足以用来证明所 
有在系统中可以作出的判断.损伤更屈辱，系统中存在着这样 
的判断，它们是不可断定的，伹在直观上又是真的.不完备性是不 
(21) Monatshe/te fiiir Mathematik und Phytik, 88, 1931, 173^198; 看参考书目 J 





际会议上所作的讲话中曾经断 言：“ ……对于数学的理解是没 
有界限的，……在数学中没有 Ignorabimus [不可 知]; 更确切地 
说，我们总是能够回答有意义的问题的，……我们的理智并不具有 
任何秘密的技术，它只是按照十分确定的并且是可以说明白的法 
则行亊，这些法则就是它的判断的绝对客观性的保证每个数学 
家，他说，都会同样深信，任何确定的数学问題总是可以解决的. 










这种乐观主义给他以勇气和力董，但却阻止他去了解可能有不可 
断定的数学问题. 

形式主义的计划,不管成功与否,对于直观主义者都是不能接’ 
受的. Bnrawer 在1926冲击了形式主义者. <28> 他说，公理化的办 
法，形式主义的办法，当然都会避免矛盾，但是用这种办法不会得 
到有数学价值的东西.一个错误的理论,即使没有學矛盾而吿终， 
也仍然是错误的，正如 一 #罪行，不论法庭是否禁 i 都是有罪的. 
他还讽剌 地说: “数学的严密在哪里.，对这个问題,这两派给出不同 
的回答.直观主义者说，是在人类的理 智中； 形式主义者说，是在 
纸上 Weyl 也攻击过 Hilbert 的计划. “Hilbert 的数学许是一 
种美妙的公式游戏，甚至比下棋更好玩；但是它与认识毫无关系， 
因为那是公认的，它的公式并不具有可借以表示直观真理的那种 
实在意义为权卫形式主义哲学，可以指出，把数学 ffc 成没有意义 
的公式，其目的只在于要证明相容性，完备性，以 i 其它的性质. 
至于数学作 为一个 整体，即使形式主义者也反对说它仅仅是一种 
游戏的这种思想;他们认为它是一种客观的科学. 

Hilbert 也反过来攻击 Brouwer 和 Weyl, 说他们想要扔掉他 
们所不喜欢的每一件东西，并且专横傲慢地颁布一道禁令 r (24) 他 
称直观主义是对科学的一种 背叛. （可是在他的元数学中，他却把 
自己局限于直观上明确的逻辑原则 •） 


8.—些新近的发展 

对基础的根本问題所提出的解答一寒合论的公理化，逻辑 
主义，直观主义，或形式主义——都没有达到目的，没有对数学提 





供一个可以普遍接受的途径.在 Godel 1931年的工痄以后的发 
賑， 也没有在实质上改变这种状况.可是,有些动态和结果是值得 
一提的.有些人对数学建立了妥协的途径，兼备两个根本学派的 
特色 .. 另一些人,特别是 Geihard Gentzen(190»-45), Hilbert 
学派的一员，放松了 Hilbert 元数学中对证明方珐的限制，例如， 
设法用超限归纳(对超限数进行归纳)去确立数论和分析的一些受 
到限制的部分的相容性. <ac) 

在其它有意义的结果中，有两个特别值得提到.在《选择公理 
和广义连续统假设二者与集合论公理的相容性》 (The Oorm^mcy 
of the Axiom of Choice and of the QeneraUzed Oontimmm , Hypo - 
them with the Axioms of Set Theory , 1940, 修订版，中， 
Godel 证明了，如果 Zermelo-Fraenfcel 公理系统在除去选择公理 
后是相容的,那末加上这条公理以后这个系统也是相容的；这就是 
说，这条公理是不能反证的.同样，连续统假设(它说的是没有基 
数存在于 《o 与沪 之间）与 Zermelo-Fraenkel 系统（除去选择公 
理）合在一起也是相容的.1963年， Stanford 大学的数学教授 
Paul J. Cohen (1934 〜）证明了，所说的这两条公理对于 
Zermelo-Fraenkel 系统是独 立的； 就是说，它们是不能以这个系 
统为基础去证明的.还有，即使把选择公理保留在 
Fraenkel 系统中，连续_假设也还是不能证明的.这些结果意味 
着,我们可以随意去构造舞学的新系统，在其中这两条有争议的公 
理有一个或者两个全都被否定了. 

1930年以后的全部发展还留下来两个没有解决的大问 埋：去 
证明不加限制的经典分析与集合论的相容性，以及在严格直观的 
根基上去建立败学，或者去确定这种途径的限度.在这两个问題 


Math. Ann., 112 . 1936 , 493 ^ 565 . 





中，困难的根源都在于无穷粲合和无限程序中所用到的无穷 
(infinity). 这个概念，即使对于希腊人也已经在无理数上造成了 
问越，而且他们在穷竭法中躲开它.从那以后，无穷这个概念 T 直 
是争论的题目，并使 Weyl 说道，数学是无限的科学. 

考于数学的适当逻辑基础的问题,特别是直观主义的兴起，在 

某#较广的意义上，显示出数学走了一个圆圈.这门学科是在直 

观的和经验的基础上起始的.严密性在希腊时代就变成了一个目 

标,虽说直到十九世纪以前在受到冲击时仍更加受到尊重,它似乎 
就要达到了.但是，过分追求严密性,将引入绝境而失去它的真正 
意义.数学仍然是活跃而富有生命力的，但是它只能建立在实用 
的基础上. 

. 有些人看到了从当前的绝境中解脱出来的希望.以 Nicolas 
Bourbaki 为笔名的一群法国数学家，提出了这种令人鼓舞的看 
法 : <S7) “ 经过了二十五个世纪，数学家们巳经有了改正错误的锻炼， 
从而看到他们的科学是更加丰富了,而不是更贫困了;这就使他们 
有权去安详地展望未来 

. 不管乐观主义有没有根据， Weyl 对数学的规状作了恰当的 
描述:_“关于数学最终基础和最终意义的向題还是没有 解决; 我 
们不知道向哪里去找它的最后解答，或者根本就不能期望会有一 
.个最后的客观回答.‘数学化’ （Matliematizing) 很可能是人的一 
种创造性活动，象语言或音乐一样，具有原始的独创性,它的历史 
性决定不容许完全的客观的有理化 (rationalization). ” 
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